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Abstrait :
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TD1.1 Bienvenue au cours d’Analyse

IV!

Exercice 1.

Soit (1,),>1 une suite d’éléments de R et soit f : R — R une fonction continue. Montrer
que si f est croissante alors

f(limsup x,,) = limsup f(x,); f(liminf x,,) = liminf f(z,).

n—oo n—oo n—oo n—oo

Que dire si f est décroissante 7

Solution: Rappelons que lim sup z,,(resp.lim inf z,,) est le plus grand(resp.petit) nom-
n—00 n—oo

bre qui est la limite d’une sous-suite de (z,),>1. Prenons

Ty, — limsup z,,
n—oo

puisque f est continue, on a

f(zn,) — f(limsupz,).

n—o0

Cela montre que

f(limsup z,) < limsup f(z,).

n—o0 n—oo

Prenons maintenant (x,,);>1 t.q. (f(zy,))>1 tend croissantement vers limsup f(z,,).
n—oo

Puisque f est croissante, on peut supposer de plus que (z,,) est croissante, cette suite a
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ainsi une limite [ < limsupz,. On obtient que
n—oo

flimsupz,) > f(I) = limsup f(z,).

n—00 n—0o0

Les deux inégalités impliquent 1’égalité

f(limsup z,,) = limsup f(z,),

n—oo n—oo
I’égalité pour liminf est similaire.
Si f est décroissante, les résultats deviennent

f(limsup z,,) = liminf f(x,); f(liminf z,) = limsup f(x,).

n—o00 n—00 n—oo n—o00

Exercice 2.(Fonctions indicatrices)

Soit £ un ensemble. Si A C F, on note x4 I'application £ — {0, 1} définie par y4(z) =1
siz € Aet xa(x) = 0 sinon. La fonction ya(x) est appelée la fonction indicatrice de A
(ou encore fonction caratéristique de A ou simplement 'indicatrice de A).

1) A, B C E, écrire xanp et xaup en fonction de x4 et xp.

2) Soit (A, ),>1 une suite de sous-ensemble de E. Relier les fonctions indicatrices x 4,

n>1

et x U 4, aux fonctions x4,,n > 1.
n>1

3) Représenter graphiquement les fonctions suivantes (définies sur R):

jg:;Xhuaﬂ; j{::XHLnN jg:;Xhun+1L

n>0 n>0 n>0

Solution: 1) xanp = min{xa, X5} = Xa°XB; Xaup = max{xa, X5} = Xa+XB—XA"XB-

2)x 0 an = mfxa, = I xais Xy 4, =supxa, =1 = 1] (1=xa.).

n>1 n>1 n>1 n n>1

3) Voir ci-dessous :



-
3
s -—
E:X[n,w[ 25
n>0
B —_—
N
05
B T T I B T B S S B e S S
s
- )
s
E:X[D.n]
n>0
2
CER B TR RN R ) L T T R CRN S S
§ :X[n,n+1[
n>0

Exercice 3.

On considere un ensemble E, et (A, ),>1 une suite de sous-ensembles de E.
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1) Que représentent les ensembles suivants:

Uas (U

n>1k>n n>1k>n

Le premier est noté liminf A,, et le second lim sup A,,. Relier les fonctions indicatrices
n—00 n—00

Xliminf A,, Xlim sup An,
n— oo

n—o0

aux fonctions x4, ,n > 1.
2) Montrer que les propriétés suivqntes sont vérifiées:

(a) (limsup A,,)¢ = liminf(A,)¢ et liminf A, C limsup A,;
n—00 n—oo

n—00 n—00
(b) limsup A, = {> xa, = 00} et liminf A, = { > x(a,)c < 00};
n—00 n>0 n—oo n>0
(¢) limsup(A, U B,,) = limsup 4,, U limsup B,, et limsup(A, N B,,) C limsup A, N
n—oo n—oo n—oo n—oo n—oo
lim sup B,,.

n—oo

3) Calculer liminf A, et limsup A,, dans les cas suivants :
n—00 n—o00

(a) Ay, = F et Agpi1 = G, ou F,G C E sont fixés;
1

2p+1

1
(b) An :] _0070””«]7 ou Qop = 1+% et A2pt+1 = -1 -

)

3p
(d) An, = puN ol (p,)n>1 est la suite des nombres premiers et p,N est I'ensemble des

1 1
(C) A2p2:|0,3+2_p:| et A2p+1 ::|—1——,2:|,

multiples de p,;

(e) A, = [sin(n) — 1,sin(n) + 1].

Solution: 1) Le premier représente ’ensemble d’éléments contenus dans A,, sauf pour
un nombre fini de n, et le second représente ’ensemble d’éléments contenus dans A,, pour
un nombre infini de n. Pour les fonctions indicatrices, on a :

Xliminf A, = HIminf x4, ; Xlim sup A, = 1M sup xa,, -
n—o00 n—oo

n—0oo n—o00
2) (a) L’égalité
(limsup A4,,)¢ = liminf(A,)°

n—o00 n—oo



est facile par la loi de Morgan.
Pour montrer que

liminf A,, C limsup A4,

n—00 n—o0
réfléchissons a ce qu’on a dit pour la question précédente.
(b) Réfléchissons a ce qu’on a dit pour la question précédente.
(c¢) On peut montrer que
{Z XAnUB, = OO} = {Z X4, = o0} U {Z XB, = X},

n>0 n>0 n>0

d’apres (b), on sait que I'ensemble a gauche est limsup(A4, U B,,) et que ’ensemble a
droite est limsup A,, U lim sup B,,, donc B

n—o0 n—o0

limsup(A4, U B,,) = limsup A,, U limsup B,,.

n—o0 n—o0 n—o0
On peut aussi montrer que
O xaunp, =00} €D x4, =00} N {> x5, = oo},
n>0 n>0 n>0

¢a implique que

limsup(A4, N B,) C limsup A, N limsup B,.

n—oo n—oo n—oo

3) (a) liminf A, = FNG et limsup A, = FUG;

n—00 n—00
(b) lig_l}%;lfAn =] — o0, —1] et liin_)s;}p A, =] — o0, 1];
(c) lirrlgioglf A, =]0,2] et limsup A, = [-1,3];
() liminf A, = {0} ot ngszp A, = {0}:
(e) h}fiio{,lf A, = {0} et limsup A4,, =] — 2,2].

n—oo
Remarque: Les inclusions dans 2) (a) et dans 2) (¢) peuvent étre stricte :

Pour des exemples d'une inclusion stricte dans 2) (a), voir 3).
Et pour 2) (c), considérons Ay, = Bopy1 = F,Asuy1 = Bay, = G, ou F NG est

strictement contenu dans F'U G.



Exercice 4.

Soit f: E — R, U{+00} une fonction. Pour tout n > 1 et tout 7 € {0,1,--- ,n2" — 1} on

note
A, ={z € E: f(x) >n}, Byi={x e E:i27" < f(zx) < (i +1)27"},
n2n—1
et pour un entier n > 1 on pose f, = > o0 XBu, +nxa,. Soit x € F fixé. Que dire
i=0

la suite (f,,(x))n>1 lorsque n — oo ?
Solution: On a toujours I'égalité nh_>r£10 fu(z) = f(2).
Si f(z) = 400, alors Vn > 1,Vi € {0,1,--- ,n2" — 1}, on obtient que x € A,,,x ¢ B,
donc f,(z) =n — +oo = f(z) lorsque n — cc.
Si f(x) < +o0, alors
21

Vn > f(z), ful®) = Y ooxs., ().

2n
=0

' 1
[ implique f,(z) = ;—n, on a |f,(z) — f(z)] < o0 d’ou le

i1
Puisque f(z) € [;—n,z;

résultat.
Remarque: Avec des concepts que 'on apprendra dans quelques semaines, cet exer-
cice nous dit un fait important qu’'une fonction mesurable positive s’écrit comme la limite

d’une suite croissante de fonctions étagées.

Exercice 5.(Constante de connectivité du réseau Z?)

Un chemin auto-évitant de logeur n dans Z? est une suite de points distincts Ag, A1, -+, A,
a coordonnées entieres ou Ay est 'origine et tels que la distance entre A; et A; 1 vaut 1
pour tout 0 <7 <n — 1.

1) Soit (an)n>0 une suite de nombres réels vérifant a,,+, < a., + a, pour tous entiers

. a — . a
m,n > 0. Montrer que la suite (—”) converge dans R vers inf —.
n/n>1 n>1l n

10



1
2) Soit a, le nombre de chemins auto-évitant de longeur n de Z2. Montrer que a;;

converge lorsque n — oo vers un réel positif noté ¢ et que 2 < ¢ < 3.
a
Solution: 1) Soit a := inf — € RU{—occ}. Notons qu'on peut montrer par récurrence
n
sur m > 1 que
amn

Sa_”
mn n

Sia e R, alors Ve > 0,3r >0 t.q.% € [a, a + ¢[. On obtient donc que
T

OJS Amr+q S amr+aq S Ay + Gq
mr +q mr +q mr  mr+4gq

< o+ 2¢

pour tout 0 < g < r—1 et m suffisamment grand. Comme € > 0 est arbitraire, la suite

Qp = . Qp
<—> converge dans R vers inf —.
n>1

n n>1n

Si a = —oo, un argument similaire implique le résultat voulu.

2) Pour un chemin auto-évitant de logeur m+n, noté Ay, - -+ , A, pn, on considere deux
de ses «sous-cheminsy: le chemin auto-évitant de logeur m: Ag,--- , A,,; et le chemin auto-
évitant de logeur n: A,,— Ay, -+, Aman— A, ces deux chemins auto-évitants déterminent
le chemin Ay, -+, Ajipn. Ainsion a :

Amin S A * Q-

Ina 1

D’apres 1), la suite (—n) tend vers une limits dans RU{—o0}, donc a5 converge
n>1

lorsque n — oo vers un réel positif c.

En considérant ou le chemin peut arriver dans 4 marches, on obtient que
an < Co(3* — DT,

En considérant ou le chemin peut arriver dans 4 marches et en considérant seulement
les chemins tels que soit x4, et y4, sont croissants, soit les 4 marches sont comme 'un des

deux cas dans l'illustration suivante, on obtitne que

an > Do(2* + 1)L,

11



e

Cela implique que 2 < ¢ < 3.

Remarque: Ce réel positif ¢ est appelé la constante de connectivité du réseau Z2.
On ne connait pas sa valeur exacte. La constante de connectivité du réseau hexagonal
a été calculée par Hugo Duminil-Copin (Fields 2022) et Stanislav Smirnov (Fields 2010)
en 2012, résolvant ainsi une conjecture formulée en physique théorique il y a 30 ans par
Nienhuis. Voici une référence :

H.Duminil-Copin et S.Smirnov, The connective constant of the honeycomb lattice

equals /2 + /2, Annals of Mathematics,175(3),1653-1665(2012).
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TD1.2 Tribus et Mesures 1

Exercice 1.(Lemme de Borel-Cantelli)

(E, A, u) est un espace mesuré (4 est une mesure positive) et que (A,),>1 est une suite
d’éléments de A.
1) Montrer que
] (hm inf An) < liminf u (4,),

n—oo n—oo

et que si ( U An) < o0, alors

n>1

1 (lim sup An> > limsup p (A4,) .

n—o0 n—o0

Qu’est-ce qui se passe si i ( U An> =007

n>1

2) (Lemme de Borel-Cantelli) On suppose que > p(A,) < co. Montrer que

n>1

1 <lim sup An) =0.

n—oo

3) (Une application du lemme de Borel-Cantelli) Soit £ > 0. Montrer que pour presque-

tout = € [0, 1] (pour la mesure de Lebesgue), il n’existe qu'un nombre fini de rationnels P
q

avec p et ¢ premiers entre eux tels que




1.e. presque tout x est «mal approchable par des rationnels a 'ordre 2 + e».

Solution: 1) Pour montrer les deux inégalités, il suffit d’utiliser la proposition suivante

Proposition: (a) Si Ay C Ay C---CA,C--- et A= | A,, alors

n>1

lim pu(A,) = u(A).

n—o0

(b)SiAy DA D DA, D+ et A= ) A,, alors

n>1

lim pu(A,) = p(A)

n—oo

des que p(A;) < oo.

Remarquons que l'inégalité

n—o0 n—0o0

L (lim sup An) > limsup p (4,)

n’est pas nécessairement vraie si j ( U An> = 00, voici un example : £ =N, A, = {n}
n>1
et p la mesure de compte sur N.

2) Comme Y pu(A,) < oo, on a

n>1

Z,u(An) — 0 lorsque k — oo.

n>k

Puisque p ( U An> < > u(A,), on obtient que

n>k n>k
I (U An> — 0 lorsque k — o0.
n>k
D’apres 1), on a ainsi
1 (hinﬁs;ip An> = klgglou (E{An> = 0.

14



3) On définit A, = {z € [0,1] : Im € N, t.q. pged(m,n) = 1, et ’m L - o
n nere

alors ce qu’on veut montrer devient

1 <hm sup An) =0,

n—oo

ou u est la mesure de Lebesgue.

D’apres 2), il suffit de montrer que

Z wu(4,) < oo.

n>1

Par une estimation simple :

on obtient que

) €3 i <

n>1 n>1

d’ou le résultat.
Remarque: Le lemme de Borel-Cantelli est tres important, ce lemme et nous vont

se rencontrer au cours de la théorie de probabilité ce semeéstre.

Exercice 2.(Mesure sur 7Z)

Existe-t-il une mesure de masse finie sur (Z, P(Z)) invariante par translation?
Solution: Si p est une telle mesure, alors u({n}) = u({0}),Vn € Z. On a ainsi
00 > p(Z) =Y pu({n}),
nez
donc p({n}) =0,Vn € Z, p est ainsi la mesure nulle.

On obtient donc que la seule mesure de masse finie sur (Z,P(Z)) invariante par trans-

lation est la mesure nulle.
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Exercice 3.(Opérations sur les tribus)

Répondez aux questions suivantes :

1) Soit F une tribu de Q et B un élément de F. Montrer que ’ensemble
Fp:={ANB:AecF}

est une tribu de B.

2) Soit (X x Y, F) un espace-produit mesurable et 7 : X x Y — X la projection
canonique. L’ensemble Fx := {n(F) : F' € F} est-il une tribu ?

3) On considere sur N, pour chaque n > 0, la tribu F,, :== o({0}, {1},--- ,{n}). Montrer
que la suite de tribus (F,),>0 est croissante mais que |J F, n’est pas une tribu.

Indication : On pourra raisonner par I'absurde et Tlll%c(i)liser le sous-ensemble 2N.

4) Soit (E,.A) un espace mesurable. Soit C une famille de parties de E, et soit B € o(C).
Best Wen dit : alors nécessairement, il existe une sous-famille dénombrable D C C telle
que B € o(D). A-t-elle raison ?

5) Soient XY deux ensembles et f : X — Y une application. Soit A C P(Y). Best
Wen dit : alors nécessairement, o(f~1(A)) = f~1(c(A)). A-t-elle raison ?

Solution: 1) La vérification est directe, donc on 1'omet.

2) La réponse est négative : prenons X =Y = {0,1}, F = o({(0,0)}).

3) La suite de tribus (F,),>0 est évidemment croissante.

Si J Fn est une tribu, comme {n} € |J F,,Vn € N et puisque N est dénombrable,

n>0 n>0
cette tribu est la tribu totale P(N) sur N. Alors nécessairement,

2N e 7.

n>0

On a alors In € N, 2N € F,,. Mais on sait bien la structure de F,, :
VAe F,,Ac{0,1,--- ;nfou{n+1,n+2,---} CA,
d’ou une contradiction.
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4) Elle a raison. Il suffit de obtenir que ¢(C) = U o(D). La vérification est
DCC dénombrable

directe.

5) Elle a raison. On peut vérifier les suivants :

(i) Vérifions que f~*(o(A)) est une tribu;

(i) Puisque A C o(A), on a f~1(A) C f~1(c(A)), donc a(f1(A)) C f(o(A));

(iii) On pose X :={A C Y : f71(A) € o(f*(A))} et vérifie que ¥ est une tribu et que
A C X, donc o(A) C . Et puis le résultat est obtenu directement de la définition de X.

Exercice 4.

Soit X un ensemble.

1) Si (X, S, i) est un espace mesuré o—fini avec p(X) = oo. Montrer que
VO< M <o0,d3A e St.q M < p(A) < oc.

2) Soit X un ensemble infini. Soit m(A) = 0 si A C X est fini et m(A) = oo sinon.
Montrer que m est finiement additive mais pas dénombrablement additive.

3) Soit X un ensemble infini. Soit A la famille d’ensembles finis ou de complément fini.
Pour A € A, on définit m(A) = 0 si A est fini et m(A) = 1 son complément est.

(a) Montrer que A est un algebre mais pas une tribu.

(b) Montrer que m est finiement additive sur A.

(c) Sous quelle condition peut-on conclure que m est étendue en une mesure dénom-
brablement additive sur une tribu ?

Solution: 1) Par I'hypothese, X = |J X, avec (X,,),>1 une suite croissante d’ensembles
de mesure fini. Alors, la suite (u(Xn))nfllest croissante et elle converge vers u(X) = +oo.

Par définition, V0 < M < 0o,3n > 1 t.q. M < pu(X,) < co.

2) D’apres les faits que I'union d’un nombre fini d’ensembles finis est encore fini et

qu'un ensemble infini admet un sous-ensemble dénombrable infini.
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3) (a)(b) La vérification est directe, donc on I'omet.

(¢) La condition suffisante et nécessaire est que X soit indénombrable.

La tribu engendrée par A est la famille F des ensembles dénombrable ou de complément
dénombrable.

Si X est indénombrable, on définit m(A) = 0 si A est fini et m(A) = 1 son complément
I’est, c’est exactement la mesure étendue voulue.

Si X est dénombrable, F est la tribu totale P(X). Si m est étendue en une mesure,
alors cette mesure est nécessairement nulle car m(A) = 0 pour tout A fini, ¢a contredit

que m(X) = 1.

Exercice 5.(Sur ’intégrale de Riemann)

Soit I = [a,b] un intervalle borné. On note Z 'espace des fonctions bornées I — R. On
munit cet espace de la norme sup || -||o. On note & le sous-espace des fonctions en escalier
de I — R.

On rappelle que pour toute fonction f € &, il existe une partition de I en un nombre
fini d’intervalles I = ﬁ I, tels que chaque restriction f|;, est constante, égale a une valeur

k=1
a € R:

K
f= axu,.
k=1

1) Rappeler la définition de l'intégrale de Riemann S(f) d’une fonction f en escalier,
en fonction des parametres ci-dessus. Montrer que 'application S : & — R est linéaire, et
que si on munit R de la norme usuelle | - |, et & C 2 de la norme sup || - ||, application
S est lipschitzienne.

2) On rappelle que les fonctions réglées sont les valeurs d’adhérence dans (4, || - ||«)
des fonctions en escalier. Montrer que si deux suite (fy)nen €t (fn)nen de fonctions en
escalier convergent uniformément vers une fonction réglé f, alors les intégrales (S(f,))nen

et (S(fn))nen ont la méme limite. On appelle cette limite 'intégrale de f, noté S(f).
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3) On a étendu l'application S : & — R en une application S : #Z — R. Vérifier que
cette application est linéaire et lipschitzienne (par rapport a la norme sup || - || sur %).

4) Pour toute fonction f € %, on peut définir 'ensemble des fonctions en escalier
majorant |f|: &(f) == {p € :|f(2)| < p(z),Vz € I}.

On définit aussi N(f) := inf{S(g) : g € &(f)}. Montrer que N(f) définit une semi-
norme sur #A. (On rappelle qu'une semi-norme satisfait N(af) = |a|N(f) pour tout o € R,
et I'inégalité triangulaire N(f 4+ ¢) < N(f) + N(g).)

5) On dit qu'une fonction f € 2 est Riemann-intégrable s’il existe une suite (f,)nen
de fonctions en escalier, telle que N(f — f,) — 0 lorsque n — oo. Montrer que si (f,)nen
converge vers f dans ce sens, alors les intégrales S(f,) convergent. Vérifier que la limite
est indépendante du choix de la suite (f,,)nen-

Solution: 1) On rappelle que S(f) = i ag|Ix|, et lapplication S : & — R est
évidemment linéaire et 1-lipschitzienne. =

2) Puisque (S(f,))nen €t (S(fn))nen sont suites de Cauchy, elles convergent.

On pose fn = fn si n est pair et fn = f, si n est impair, alors ( fn)neN converge
uniformément vers f, donc (S( fn))neN converge.

En comparant les 3 limites on obtient que (S(f,))nen €t (S(fn))nen ont la méme limite.

3) 4) On omet les vérifications.

5) Ve > 0,aN,m,n > N = N(f, — fm) < &, donc
m,n >N = [S(fn) = S(f)| < S(|fn — finl) <e.

Ainsi les intégrales S( f,,) convergent, c’est facile & obtenir que la limite est indépendante

du choix de la suite (fy)nen-

Exercice 6.(Entropie d’une mesure discréte)

On se place sur 'ensemble fini £ = {1,2,--- ,n} muni de sa tribu totale A = P(FE).
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1) Qu’appelle-t-on la mesure de probabilité uniforme sur £ ?
On choisira cette mesure p dans cet exercice. On s’intéresse aux partitions de F en
N sous-ensemble, avec N < n. Pour chaque partition P = {Ej, -+, Ex} on associe son

entropie, qui est un nombre réel défini par

H(P) := Z

—p(E;) In(u(Ej)).
j=1

(On prend la convention que 0 - In(0) = 0.)

2) Montrer que 'entropie d’'une partition est toujours positive. Pour quelles partitions
a-t-on H(P) =07

3) On considére une partition en 2 sous-ensembles non vides £ = E; L Es, et on suppose
que le cardinal de E; vaut k €]0,n[. Calculer I'entropie de cette partition.

4) Montrer que si P possede une partie £; de cardinal |E;| > 1, alors on peut augmenter
la valeur de I’entropie de P en séparant F; en deux sous-ensembles disjoints non vides.

Indication : on pourra montrer et utiliser le fait que la fonction n(x) := —zIn(x)
définie sur R est strictement sous-additive : Vz,y > 0,n(z +y) < n(x) + n(y).

5) En déduire la partition P de E ayant I’entropie maximale. Quelle est la valeur de
cette entropie 7

Solution: 1) C’est la mesure u t.q. u({i}) = %,‘v’i S

2) Comme p(E;) € [0,1] et —zIn(x) > 0 pour tout x € [0, 1], on a toujours H(P) > 0.

H(P)=0 ssi u(E;)e€{0,1},VjeE ssi. N=1P={E}
3) H(P) :-%m (%) R (”_k)

n n
4) On pose f(z,y) = (n(x) +n(y)) — n(z + y), alors on a
g_i(x, y) =In(z +y) — In(x) > 0,Vx,y > 0.

Ainsi f(z,y) > f(0,y) = 0, d’ou le résultat.
5) P ={{1},---,{n}}, H(P) = In(n).
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TD2 Tribus et Mesures 11

Exercice 1.(Mesure invariante par une application)

Soit (E, A, 1) un espace mesuré, et f : (E, A) — (F,.A) une application mesurable. On
rappelle la définition de la mesure image de p par f : VA € A, fuu(A) = u(f~1(A)).

1) On considere le cas (E, A, u) = (R, B(R), A), et on prend Iapplication f(z) = 2z,
calculer la mesure image f,\.

Indication : On pourra commencer par calculer la mesure des intervalles ouverts |a, b].

2) On dit qu’une mesure p est f—invariante si f,pu = p. Déterminer toutes les mesures
finies sur (R, B(R)) invariantes par 'application x — 2z.

Indication : Se servir de la finitude de p pour montrer que nécessairement p(R) = 0.

3) On reste dans le cadre de I’espace mesuré (R, B(R), A). Donner un exemple d’application
borélienne f : R — R différente de I'identité, telle que f,A = .

4) On se place a présent dans le cas d'un ensemble fini £ = {1,2,--- ,n}, et de la tribu
totale A = P(FE). Soit f : E — FE une bijection sur £ (donc une permutation de E).
Déterminer toutes les mesures f—invariantes.

Indication : On se rappellera qu'une permutation peut se décomposer en un produit
de cycles.

Solution: 1) f.\A = %/\, car fiA(Ja,b]) = %/\(]a, b[) et tous les intervalles ouverts
forment une classe monotone. (c.f. Le Gall, i.e. la référence 1, Pagel6. Corollaire 1.4.2)

2) Comme l'indication, on obtient que la seule telle mesure est la mesure nulle.
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3) f(z) =x+1.
4) Les mesures f—invariantes sont exactement les fonctions positives constantes sur

toutes les orbites sous l'action de f.

Exercice 2.(Ensemble de Cantor)

Pour toute suite (z,),>1 d’entiers z,, € {0, 1,2} on définit

Tn

S(<xn)n21) = an

n
n>1

1) Montrer que cette application est bien définie, et que son image est l'itervalle I =
[0,1] € R. Pour cela, donner un algorithme pour, a partir d'un réel = € I, fabriquer
une suite (z,),>1 telle que S((z,)n>1) = x. On appelle la suite (z,),>1 le développement
triadique de = (ou développement en base 3 de x).

2) Montrer que l'application S n’est pas injective, mais que certains points z € [
admettent 2 antécédents par S. Montrer que ces «points doubles» forment un sous-ensemble
dénombrable de I, qu’on notera D.

3) On considére le sous-ensemble de suites X' := {(z,)n>1 € ¥ : x, € {0,2}}, et on
définit K comme I'image de ¥’ par 'application S : K = S(X'). Montrer que ¥’ n’est pas
dénombrable, et que I'application restreinte S|y : ¥’ — K est bijective. En déduire que
K n’est pas dénombrable.

Indication : On pourra se servir du développement dyadique des points x € 1.

4) Pour tout j > 1, on définit le sous-ensemble de suites
Yy ={(zp)>1€X:3Fke{l, -, j} o =1}

Décrire les images A; := S(X;) C I, et dessiner A; et Ay. On vérifiera que les (A4;),>1
forment une suite croissante d’ensembles boréliens. Exprimer K en se servant des ensembles

A;. En déduire que K est un sous-ensemble borélien de 1.
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5) Calculer la mesure de Lebesgue de chaque ensemble A;. En déduire que K est de
mesure de Lebesgue nulle.

Indication : On se servira de la c—additivité de la mesure.

6) En déduire que K est d’'intérieur vide.

Solution: 1) La série dans la définition de S est convergente (la somme partielle est
croissante est bornée), donc S est bien définie.

Pour tout x € I, on a
n—1
x1 = |3x],z, = [3"z — Z3”’k:zkj,n > 1.
k=1
2) On observe que S((z4)n>1) = S((Yn)n>1) s.sd. It > 1 t.q.
Tp=Yn,Vn <tz =1y +1, et x, =0,y, =2,Vn > t;

ou symétriquement, x, = y,,Vn < t,y; = x; + 1, et y, = 0,2, = 2,Vn > t.

3) |¥'| = 2N > |N].

D’apres 2), on sait la structure des «points doublesy», d’ott on obtient facilement que
lapplication restreinte S|y : ¥/ — K est bijective.

On a K est indénombrable car ¥’ Dest.

4) Voici les dessins de A; et As :

En générale, A; est 'union de 27 —1 intervalles disjoints, donc les (A4;);>1 sont boréliens.
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C’est évident que les (A4;),>1 forment une suite croissante et que
K =() 45
j>1

K est ainsi borélien.

2 J
) uia) =1 (3) = w) =0
6) Un ensemble de mesure de Lebesgue nulle est nécessairement d’intérieur vide.
Remarque: L’ensemble K est appelé I’ensemble de Cantor, ou ensemble triadique de

Cantor (il existe de nombreuses variantes). C’est un exemple de sous-ensemble indénom-

brable mais de mesure de Lebesgue nulle.

Exercice 3.(La tribu borélienne d’espace produit)

Soit X, Y deux espaces métriques.
1) Supposons que X =Y = R, montrer que B(X x Y) = B(X) @ B(Y).
2) L’égalité dans 1), est-elle vraie pour tous espaces métriques X,Y 7
Solution: 1) c.f. Le Gall, i.e. la référence 1, Page57. Proposition 5.1.1.
2) La réponse est : non !

Comme la preuve de 1) on sait que c¢’est vrai qu’on a toujours I'inclusion
B(X xY)DB(X)®B(Y).

Mais I'inclusion réciproque n’est pas vraie en générale :
Lemme: Soit U € B(X) ® B(X), alors il existe des enembles mesurables (A;, B;)cr
tels que

i€R
Démostration du lemme: D’apres TD1.2, Exercice3.4), il existe une suite (A,,)m>o0

d’ensemble mesurables tels que U € o ((Am X Ap)man>o) -
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Maintenant, pour une suite z = (z,,)n>0 € {0, 1}", posons

ounC, =A,six, =1et C, = A¢ si z, = 0. On peut vérifier que des ensembles qui
s’écrivent comme union des B, x B, forment une tribu, cette tribu contient les A; x A;,

donc elle contient aussi U, ainsi on en tire :

U= |J B.xBu.

BZXBZ,/CU

Comme {0, 1}" et R sont en bijection, ceci termine la preuve du lemme.

D’apres ce lemme, on considére X =Y = P(R) munis des topologies discretes, alors le
sous-ensemble diagonal A := {(z,y) € X x Y : 2 = y} n’est pas dans B(X) ® B(Y'), mais
il est dans B(X x Y) car il est fermé.

Exercice 4.

Soit (£2,.A) un espace mesurable tel que {w} € A pour tout w € Q. Soit 1 une mesure
positive sur A. On dit que p est portée par S € A si u(S¢) =0, que w € Q est un atome
ponctuel si p({w}) # 0, que u est diffuse si elle n’a pas d’atomes ponctuels, que p est
purement atomique si elle est portée par I’ensemble de ses atomes ponctuels.

1) Donner des exemples de mesures diffuses et de mesures purement atomiques.

2) Que peut-on dire d’une mesure qui est diffuse et purement atomique ?

3) Soit p une mesure positive sur A. Montrer qu’il existe une mesure diffuse p4 et une
mesure purement atomique pu, sur A telles que p = pg + fhq.

4) Montrer que l'ensemble des atomes ponctuels d’'une mesure o—finie p est dénom-
brable.

Solution: 1) Mesures diffuses : les mesures de Lebesgue sur les intervalles.

Mesures purement atomiques : les mesures finies uniformes sur des ensembles finis.
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2) Une mesure diffuse et purement atomique est nulle.

3) Soit A I’ensemble des atomes ponctuels de p. Alors on pose

)
(X NA), XnNAdénombrable
fa(X) = )
G X N A indénombrable
(
w(X\A), X nNAdénombrable
pa(X) = :
00, X N A indénombrable

\

Remarque: Pourquoi on fait la différence entre les deux cas (X N A dénombrable
ou non)? Parce qu'on ne peut pas montrer que A est mesurable, mais on peut montrer
que tout sous-ensemble dénombrable de A 'est. Donc si X N A est indénombrable, il est
peut-étre non-mesurable, dans ce cas, I'expression (X N A) n’a pas de sens.

4) 11 suffit de montrer que l’ensemble des atomes ponctuels d’une mesure finie est
dénombrable.

Soit p une mesure finie et A ’ensemble des atomes ponctuels de p. Alors pour tout
e >0, 'ensemble A, := {a € A: u({a}) > €} est fini, on sait que

A= Au,
n>1

ainsi on obtient que A est dénombrable.

Exercice 5.(Mesure diffuse)

Soit (X, F, 1) un espace mesuré. Un ensemble A € F est un atome pour psi 0 < pu(A) < oo
et pour tout B C A mesurable, p(B) = 0 ou u(B) = u(A). Supposons maintenant que
w(X) =1 et que p n’a pas d’atomes. Montrer que l'image de u est [0, 1] (c’est-a-dire que
pour tout ¢ € [0, 1], il existe A € F tel que pu(A) =1t).

Solution: D’apres I'’hypothese que p n’a pas d’atomes, on a le fait suivant :
By C By € F,u(Er) < u(By) = 3E3 € F, By C B3 C By, u(Er) < p(E3) < p(Ea).
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Ceci montre que pour toute sous-famille totalement ordonnée maximale G C F, u(G)
est dense dans [0, 1]. D’apres lemme de Zorn, une telle sous-famille G existe.

Pour tout ¢ € [0, 1], il existe E,, € G t.q.

w(Ey) € {t,t+%{,

comme G est totalement ordonnée, on a donc

m (nolEn> =t

Remarque: On dit qu'une mesure est diffuse si elle n’a pas d’atomes. Cet exercice
nous montre le fait quune mesure diffuse prend un intervalle pour image. En effet, c’est

un théoreme de Wactaw Sierpinski.

Exercice 6.(Support)

Soit ¢ une mesure borélienne sur R™(ou plus généralement un espace métrique séparable).

Posons

S:={xeR":Vr>0,uB(xr)) >0}

Montrer que S est fermé, que u(R"\ S) = 0, et que
W(S\ F) = p(R"\ F) > 0

pour tout fermé F' strictement contenu dans S.

Remarque: On appelle S le support de la mesure pu.

Solution: Pour tout z € S il existe r > 0, t.q. u(B(z,r)) = 0, alors B(z,r) C S¢,
donc on obtient que S¢ est ouvert, S est ainsi fermé.

Pour montrer que p(S¢) = 0, il suffit de montrer la proposition suivante :

Proposition: Un revétement ouvert O d’un sous-ensemble de R™ (ou plus générale-

ment un espace séparable) admet un sous-revétement dénombrable.
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Preuve de la proposition: On rappelle que R" admet une base dénombrable B : les

boules ouvertes de rayon rationel et avec un centre rationel. Posons
O, ={B:BeB,3G € O,B C G}.
Pour tout B; € Oy, il existe G(By) € O t.q. By C G(By). Alors,
Oy :={G(By) : By € 01}

est un sous-revétement dénombrable.

Puisque p(S¢) =0, on a u(S\ F) = u(R™\ F) pour tout fermé F strictement contenu
dans S. Il reste de montrer que (S \ F') > 0.

Pour tout x € S\ F, il existe r > 0, B(z,r) C F*. Alors,

p(S\F) = p(R"\ F) =2 p(B(z,r)) > 0.

Exercice 7.(«Cardinal» d’une mesure)

Le but de cet exercice est de montrer qu’il n’existe pas de tribu infinie dénombrable. Soit
(E, A) un espace mesurable. On définit, pour tout = € E, 'atome de la tribu A engendré

par x :

= ﬂ A.

AcAxzeA
1) Montrer que les atomes de A forment une partition de E.

2) Montrer que si A est au plus dénombrable alors A contient ses atomes et que chaque
élément de A s’écrit comme une réunion au plus dénombrable d’atomes.

3) Conclure.

Solution: 1) 2) Les vérifications sont directes.

3) Si A est infinie dénombrable, alors la famille d’atomes est aussi infinie dénombrable.
Mais ceci implique que

Al =2 > |N],

une contradiction !
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TD3 Fonctions Mesurables

Exercice 1.(Petites Questions)

Répondez aux questions suivantes :

1) Soient (X,d) un espace métrique (par exemple R), et f : X — R une fonction
continue. Pourquoi f est-elle mesurable 7

2) Soient (X, d) un espace métrique (par exemple R), et (f,),>1 une suite de fonctions
X — R mesurables. Pourquoi la fonction limsup f,, est-elle mesurable ?

3) Soit f :]0,1[— R une fonction dérivg?)clz. Pourquoi la fonction dérivée f’ est-elle
mesurable?

Solution: 1) Vue en cours. C.f. les notes du cours.

2) Vue en cours. C.f. Le Gall, i.e. la référence 1, Pagel4. Proposition 1.3.5.

3) Pour tout n > 1, posons

n(f () — f(a)

1—2z

fn(x) =

)

alors les f, :]0, 1[— R sont continues (donc mesurables) et elles convegent simplement

vers f’, la fonction dérivée f’ est ainsi mesurable.

Exercice 2.(Tribus image et réciproque)

Soit f : X — Y une application. Soient F une tribu sur X et G une tribu sur Y. 1
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1) Montrer que {B C Y : f~}(B) € F} est une tribu sur Y.

Remarque: Elle est appelée tribu image par f.

2) (a) Montrer que f~1(G) := {f~Y(B) : B € G} est une tribu sur X.

Remarque: On 'appelle la tribu engendrée par f ou la tribu réciproque par f et on
la note parfois o(f).

(b) Montrer que c’est la plus petite tribu sur X qui rende f : X — (Y, G) mesurable.

(c) Soit B C P(Y). Rappelons que Best Wen a dit : alors nécessairement,

3) On supppose que f : X — (R, B(R)). Montrer que toute fonction g : (X,0(f)) —
(R, B(R)) mesurable s’écrit g = ho f avec h: (R, B(R)) — (R, B(R)) mesurable.

Indication : commencer par le cas ou g est étagée.

4) (Exemple) Soit f: R — (R, B(R)) définie par f(x) = z2.

(a) Montrer que la tribu réciproque par f est o(f) := {A € B(R),A = —A}.

(b) Déterminer ’ensemble des fonctions mesurables de (R, o(f)) dans (R, B(R)).

5) Soient (Y;, B;)ic; une famille d’espaces mesurables, Y un ensemble, des fonctions
fi - Y = Y, et B la tribu engendrée par la famille de fonctions (f;);cr, i.e. la plus petite
tribu sur Y rendant les f; mesurables. On la notera aussi o(f;,1 € I).

(a) Prouver que

o(fii€l)=o <U fi_l(Bi)) :
icl

(b) Montrer que f : (X, A) — (Y,B) est mesurable s.s.i pour tout i € I, fio f :
(X, A) — (Y}, B;) est mesurable.

Solution: 1) 2) Les vérifications sont directes.

3) En écrivant g = g* — g, on peut supposer sans perte de gnéralité que g > 0.

Avec les notations dans I'exercice 4 du TD1.1, on définit une suite croissante (gy)n>1
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des fonctions étagées qui converge simplement vers g :

n2"—-1 .
1
‘gn - Z 2_nXBn,i + nXAn'
1=0

Lemme: f(z) = f(y) = g(z) = g(y).

Preuve du lemme: On suppose par I'absurde qu’il existe z,y € X, f(x) = f(y) mais
g(z) # g(y). Puisque g est o(f)—mesurable, on a g~ '(g(x)) € o(f), par définition, il existe
un ensemble T' € B(R), t.q. ¢ *(g(z)) = f~1T).

On obtient donc que f(y) = f(x) € T, c’est-a-dire que

ye fTHT) =g (g(x)),

d’ott une contradiction avec I'hypotheése que g(z) # g(y).

En utilisant ce lemme, on peut construire par récurrence sur n des ensembles mesurable
C, et D, ; tels que :

(i) pour tout n > 1, les C,, et D,,; sont disjoints ;

(it) f~HCn) = An, f(Dny) = By ;

(iii) Dy = Dpt1.2i U Dyg1.9i41, Cn = Crgr U Dypyq o U -+ - U Dyt (ny1y2n+r-1-

Maintenant on pose
n2n—1 .

1
h, = E — . )
2 giXon F G,
On a alors
gn = hn o f7

et puisqu’on peut vérifier que (h,,),>1 est une suite croissante des fonctions, elle admet
donc une limite mesurable hy : X — R, on a alors g = hg o f.
Comme

f(X)C H:={reR:hy(r) e R}

et comme H est mesurable, on obtient que h = xg - hg : X — R est mesurable et

satisfait
g=nhof.
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4)(a) On vérifie simplement que
o(f)c{AeBR),A=—A}.
Comme pour tout A € B(R),A=—A,ona A= f"1(f(A)), il suffit de montrer que
f(A) € B(R).
Puisque f(A) = f(ANR,) et que f|r, est un homéomorphisme, on a f(A) € B(R) car
ANR; € B(R).

(b) Ces fonctions sont exactement les fonctions s’écrivent comme x — g(x?) avec g :
R — R mesurable (par rapport a la tribu borélienne), et ce sont exactement les fonctions
boréliennes paires.

5)(a)(b) Les vérifications sont directes.

Exercice 3.(Tribus produits)

Soient (X,.A) et (Y,B) deux espaces mesurables. On appelle tribu produit de A et B la
tribu notée A ® B définie par

A®B:=0(Ax B,Ae€ A, Be€B).

Onnotemy : X XY — X et my : X XY — Y les projections canoniques sur X et Y.
1) Prouver que A® B = o(mx,my), autrement dit que A ® B est la plus petite tribu
rendant mx et my mesurables.

2) Soit f: (Z,C) = (X x Y, A® B) une application. On écrit

f(2) = (fx(2), fy (2).

Prouver que f est (C, A® B) mesurable si et seulement si fx et fy sont respectivement

(C,A) et (C,B) mesurables.
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3) Prouver que B(R) = B(R) ® B(R). On pourra admettre que si O(R) désigne

I’ensemble des ouverts de R, on a :

O(R) = {{ JUi x Vi : U, V; ouverts de R, I dénombrable. }

iel

Solution: 1) 2) En utilisant 'exercice précédent.

3) C.f. TD2, Exercice 3.

Exercice 4.

Répondez aux questions suivantes :
1) Soit (£, .A) un espace mesurable et (f, : E — R),>; une suite de fonctions mesurables.

Montrer que '’ensemble des x tels que (f,(z)),>1 admette une limite finie est mesurable.

Indication : Pensez au critere de

2) (a) On munit R de la distance discrete définie par

d(z,y) = Xazy((2,9)).

Quelle est alors la tribu borélienne ? Est-ce que les tribus engendrées par les boules
ouvertes et par les boules fermées sont la tribu borélienne 7
(b) Soient (E,.A) un espace mesurable, (X,d) un espace métrique et (f, : (E,A) —
(X, B(X)))n>1 une suite de fonctions mesurables. On suppose que (f,,),>1 converge sim-
plement vers une fonction f : E — X. Montrer que f : (E,A) — (X, B(X)) est mesurable.
Solution: 1) Pensons au critere de Cauchy, l'ensemble des z tels que (f,(x))n>1 ad-
mette une limite finie est
AU N B 1) — ful@l < 1
k>1 N>1mn>N

il est ainsi mesurable.

33



2)(a) La tribu borélienne est la tribu totale.

Les tribus engendrées par les boules ouvertes et par les boules fermées sont la tribu
A:={ECR:|E| <|N|ou |E < |NJ}.

Les tribus engendrées par les boules ouvertes et par les boules fermées ne sont pas la
tribu borélienne.

(b) 11 suffit de monnnnter que pour tout V C X fermé, I'image réciproque f~1(A) est
mesurable.

Notons que

rwv=0U N (5 (vg)

k>1 N>1n>N

d’ou la conclusion.

Exercice 5.

Soit f : [0,1] — R une fonction continue. Pour tout y € R, on note N(y) € R le nombre
de solutions de I'équation f(z) = y. Montrer que N est une fonction mesurable.

Solution: On remplace [0, 1] avec un intervalle borné quelconque et on montre 1’énoncé
plus générale.

Il suffit de montrer que pour tout n > 0,
By, :={y: f(x) = y admet au moins n solutions}

est mesurable.

C’est triviale lorsque n = 0 et lorsque n = 1, en raisonnant par récurrence, il suffit

d’obtenir que
m—1n—1

Brn, = U U U(BIOL g BllL i)

m>2 k=1 i=1 m m

k
ot 19 signifie la — gauche de I'intervalle (contenant extrémité droite) et I, = I'\ I9 .

m m m
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TD4.1 Fonctions Mesurables et

Intégration I

Exercice 1.

Soient (X, A, 1) un espace mesuré et f: (X, A) — (R, B(R)) une fonction mesurable.
1) Montrer que si u(X) # 0, il existe A € A tel que u(A) > 0 et f soit bornée sur A.
2) Montrer que si u({f # 0}) # 0, alors il existe A € A tel que pu(A) > 0 et |f] soit
minorée sur A par une constante strictement positive.
Solution: 1) Puisqu’on a

X =" ®) =] (=nn)),

n>1

et (f71([=n,n]))n>1 est une suite croissante d’ensembles, on obtient que

lim p(f~([=n,n])) = p(X) > 0.

n—oo

Donc il existe un nombre n € N* tel que

p(fH([=n.n]) >0,

alors A = u(f~'([—n,n])) suffit.
2) Notons que

0= 0,

n>1

et on raisonne par un argument similaire avec ce qu’on a fait dans la question précédent.
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Exercice 2.(Théoréme d’Egoroff)

Soit (X, A, u) un espace mesuré tel que u(E) < oo. On consideére une suite (fy),>1 de

fonctions réelles mesurables sur F et f une fonction réelle mesurable sur E telles que
fn—f p—p-.plorsque n — oc.

1) Montrer que pour tout k£ > 1 et pour tout n > 0 il existe n > 1 tel que

p (U{x e B |fyw) - f(o)] > %}) <n

jzn
2) En déduire que pour tout £ > 0, il existe A € A de mesure u(A) < ¢ tel que f,, — f
uniformément sur £\ A.
3) Donner un contre-exemple a ce résultat si 'on suppose que pu(E) = oo.

Solution: 1) Comme f, — f p — p.p.lorsque n — oo, on a
1
’ (ﬂ Utwe B 15() - f(a)] > z}) -0,
n>1j>n

Posons

Fuei= e € B2 15(@) — f@)] > 1},

jzn

alors (E,, k)n>1 est une suite décroissante avec p(Ei ) < p(E) < oo, donc

lim p(E,) =0,

n—o0

d’ou le résultat.
2) D’apres 1), il existe une suite (ng)r>1 d’entiers positives telle que pour tout k& > 1,

on a

Alors il suffit de prendre



3) Considérons E = R muni de la mesure de Lebesgue, f,(z) = % et f(z)=0.
Remarque: On a 3 principes, dites, les 3 principes de Littlewood :

(i) tout ensemble mesurable de mesure fini est presque une union finie d’intervalles ;
(ii) toute fonction mesurable est presque continue ;

(iii) toute suite convergente de fonctions mesurables est presque convergente uniformé-

ment.

Le théoreme d'Egoroff est une précision du principe (iii). On va apprendre ensemble la

semaine prochaine une précision du principe (ii), dite, le théoreme de Lusin.

Exercice 3.

Soient (X, A, pt) un espace mesuré avec g non nulle et f : (X, A) — (R, B(R)) une fonction
mesurable. Montrer que pour tout € > 0, il existe un ensemble A € A de mesure p(A) > 0

tel que pour tous z,y € A on ait |f(z) — f(y)]| <e.

Solution: Notons que

R= U [ne, (n+ 1)e],

neL

on en déduit que

X = r(ne, (n+ 1e)).

ne”

Puisque p(X) > 0, il existe un nombre n € Z tel que

p(f " Ine, (n+ 1)) > 0,

il suffit de prendre
A= 7 ([ne, (n+ 1)e).
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Exercice 4.

Soit C' = C(]0, 1], R) I'espace des fonctions continues sur [0, 1] a valeurs dans (R, B(R)),
muni de la topologie de la convergence uniforme. On note C; la tribu borélienne de C' et
Cy la plus petite tribu de C rendant les applications de «projectiony» f — f(z) mesurables
pour tout x. Comparer les tribus C; et Cs.

Solution: La réponse est : C; =Cy !

Montrons d’abord que C; D Cs : Notons que C; est engendrée par les ensembles

Dy(f,€) :={g: [f(x) — g(x)| <e},

comme les D, (f,e) est ouvert par rappoort a la topologie de la convergence uniforme,
ils sont dans C;, donc C; D Cs.

Puisque 'espace C' muni de la topologie de la convergence uniforme est séparable (les
polyomes a coefficients rationnels forment un sous-ensemble dense dénombrable), C; est
engendrée par les boules ouvertes B(f,r) :={g: ||lg — f|| <1}

(C.f. la proposition présentée dans la solution de TD2, Exercice 6.)

Puisque

B(f,r)=J ) D (fm—%) € s,

n>1xeQ

on a C; C Cy, donc C; = Cs.

Exercice 5.

Soit f :]0, 1[— R une fonctiom positive, monotone et intégrable. Quelle est la limite de la

(/ 1 fa)ds ) %

Solution: La limite est 1inéf(m).
z—

suite

Si f est croissante, on raisonne par TCD ; si f est décroissante, on raisonne par TCM.
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TD4.2 Fonctions Mesurables et

Intégration 11

Exercice 1.

Soit f :[0,1] — R une fonction continue.

1) Supposons que f est dérivable sur [0, 1] de fonction dérivée f’ bornée. Prouver que

/0 f(@)dz = f(1) - £(0).

2) Trouver une fonction continue et presque partout dérivable (par rappoort a la mesure

de Lebesgue) sur [0, 1] telle que f(0) =0, f(1) =1 et

/01 f(2)dz = 0.

Solution: 1) Posons

alors f, — f' simplement. De plus, les f,, sont dominés par sup |f’|, par TCD, on a :

n—o0

/Of’(a:)dx— lim/o Fu(x)dz = F(1) — £(0).
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2) Posons fo(r) = x, et définissons par récurrence

'fn(Sx) 1

< -
n r)= 4 — —<rx< -
Jnt1() %, 3 ST<3
cage-n 3]

\ 2 3 =

= 1 et elles convergent
uniformément vers une fonction f, f est alors continue avec f(0) =0, f(1) = 1.

On vérifie que les f,, sont continues avec f,(0) = 0, f,,(1)

On vérifie aussi que f est dérivable au complémentaire de ’ensemble de Cantor, et la

fonction dérivée vaut 0, donc f est la fonction voulue.

Remarque:

pour fo, f1, f2, f3 :

Cette fonction f est appelée la fonction de Cantor. Voici les illustrations
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Exercice 2.(Borel-Cantelli est revenu)

Soient f : (R,B(R)) — (R, B(R)) une fonction intégrable pour la mesure de Lebesgue et

a > 0. Montrer que pour presque tout x € R,

lim n™“f(nx) = 0.
n— o0

Indication : on pourra considérer, pour n > 0, les ensembles
Ay i={r e R:n"%f(nx)] >n},n>1
Solution: Posons A := {z : lim n~*f(nz) = 0}, alors
n—oo

?n.

A = U limsupA%

m>1 n—00

Il suffit de montrer que pour tout n > 0, on a

p(limsup 4,,,,) = 0.

n—oo

Supposons
= [
R
alors,
M
/’[’(An,“) S ,r]nl+a7
donc

Z 1(Ayn) < o0.

n>1
Ainsi on déduit le résultat du lemme de Borel-Cantelli.

Exercice 3.(Uniforme continuté de l’intégrale)

Soient (X, A, 1) un espace mesuré et f: (X, A, u) = (R, B(R)) une fonction intégrable.
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1) Montrer que
ggo/ | FIxasisnydp = 0.

2) Montrer que

Ve > 0,30 > 0,VA € A u(A) <6 = /\f|du<€.
A

3)Sif: (R,B(R)) = (R, B(R)) est intégrable pour la mesure de Lebesgue, que peut-on
dire de la fonction

F:u— fdx 7

[0,u]
Solution: 1) Utilisons TCD.

2) D’apres 1), il existe un nombre M > 0 t.q

g
/|f|X{|f>M}d,u <3

€ e s
alors, 0 = oYY satisfait la propriété voulue.

3) F' est uniformément continue.

Exercice 4.(Convergence en mesure)

Soit (X,.A, ;1) un espace mesuré tel que p(X) < oo. Soient (fn)n>0 et f des fonctions
mesurables de (X,.A) dans (R,B(R)). On dit que la suite (f,),>0 converge vers f en
mesure si pour tout € > 0, u(|f — fn| >¢) = 0.

1) Montrer que si

[ 18- nldn o,
E

alors f, — f en mesure. Remarquer que la réciproque est fausse.

2) Montrer que si f, — f p—p.p., alors f,, — [ en mesure. Remarquer que la
réciproque est fausse.

3) En utilisant le lemme de Borel-Cantelli, montrer que si f,, — f en mesure, alors on

peut extraire une suite de (f,)n>0 qui converge u—p.p. vers f.
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4) (Un TCD plus fort.) On suppose que f, — f en mesure et qu'il existe une fonction
g : E — R intégrable telle que |f,| < g u—p.p. pour tout n > 0.
(a) Montrer que |f| < g p—p.p.

(b) En déduire a 'aide de la propriété d’uniforme continuité de I'intégrale que

/|fn—f|du—>0.
E

5) (L’espace L°(E, 11).) On note L°(E, 1) Pensemble des fonctions mesurables quotienté
par la relation d’égalité u—p.p.

(a) Montrer que 'on définit une distance sur L(E, ) par

6(f.g) =inf{e > 0: pu(|f —g[ >¢) < e}

et que celle-ci métrise la convergence en mesure.
(b) Montrer que (L°(E, i), d) est complet.

(c) Montrer qu’il n’existe pas de distance sur L°(E, i) qui métrise la convergence j1—p.p.

Solution: 1) Si
[ 1= flau=o
E

alors f,, — f en mesure car
1
u(lf = fal > ¢) < E/ |f = fuldu — 0.
E

1
L’exemple E' =]0, 1] muni de la mesure de lebesgue avec f,(z) = —xj g1 et f = 0
xm

montre que la réciproque est fausse.

2)Si f, = f p—p-.p., alors

u(!fn—f\>€)SM<U{|f—fm\>€}> 0.

m>n
Remarquons que la réciproque est fausse : considérons F = [0, 1] muni de la mesure de

lebesgue, fn = X4, -1 4,11, f =0, ot



3) Pour tout m € N, on prend un nombre (par récurrence) N,, € N t.q.

1 1
p(lf — ful > E) <3

1
et que N1 > Np,. Posons A, := {|f — fu] > —}, A = limsup A4,,, alors u(A) = 0 par
m m—00
lemme de Borel-Cantelli, et on vérifie que fy, — f sur A°.
4)(a) Cest trivial d’apres 3).
(b) Pour la suite
L= [ 152 fldn
E
on a : toute sous-suite admet une sous-sous-suite converge vers 0, par le TCD normal.
Donc la suite originale converge vers 0.

5)(a) La vérification est directe mais un peu lourd, on I'omet.

(b) Prenons une sous-suite (ng)x>1 t.q. pour tout m,n > ny,

:u(‘fn - fm| > 2_k) < 2_k'

Posons Ej, = {|fo, — far| > 27"} Fn i= U Eg, alors u(F,) < 27D et f,,
converge uniformément hors chaque £}, donc f,, c]z)i?/erge uniformément presque partout,
supposons f la limite.

Puisque

{fa = F1 > 2} C{lfa = furl > SHULIF = ful > Sh

on a f, — f en mesure.

(c) Dans un espace topologique, on a la proposition suivante :

Proposition: Si toute sous-suite de (a,),>1 admet une sous-sous-suite qui converge
vers a, alors a,, — a.

Prenons 'exemple dans 2) et on obtient d’aprés la proposition que la convergence
1—p.p- n'est pas capable avec aucune topologie.

Remarque: Dans la théorie de probabilité, la converge en mesure est aussi appelée

la convergence en probabilité, qu’on vera ce semestre.
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TD5 Fonctions Mesurables et

Intégration 111

Exercice 1.

Soit (X, A, 1) un espace mesuré tel que u(X) < oco. Soient (f,,)n>0 et f : X — R mesurable.

Montrer que

FELNX,Ap) = S u{lf] 2 n}) < oo

n>1
Que se passe-t-il si la masse totale est infinie ?

Solution: On obtient aisément

S u{lf] = n}) < /X 1< S u{If1 = n}) +p(X),

n>1 n>1

d’ou le résultat.

Si la masse totale est infinie, on a encore

fELNX, A p) = Y u({|f| > n}) < oo,

n>1

mais I'implication inverse n’est plus vraie, par exemple, X = Ry, muni de la mesure

de Lebesgue et



Dans ce cas,

S udlflZah =Y 5 < oo

n>1 n>1

mais

fELYX, A p).

Exercice 2.(Quand est-ce que convergence p.p. im-
plique convergence dans L! ?7)

Soit (E, A, 1) un espace mesuré tel que pu(E) < oo. Une famille (f;);e; de fonctions

mesurables est dite uniformément intégrable si

lim sup/ | fildpe = 0.
o0 el J{|file}

a) Montrer que toute famille finie de ' () est uniformément intégrable.
b) Montrer que la famille (f;);c; est uniformément intégrable s.s.i les deux conditions

suivantes sont satisfaites :
() sup [ 1ffdn < oc

(ii) Ve > 0,In > 0,VA € A, u(A) <n = Vie I,sup/ |fildp < e.

¢) Montrer que si les familles (f;)ier et (¢;)ier sontZ Eleif(l)rmément intégrables, alors il
en est de méme pour la famille (f; + g;)ier-

d) Soit (f,,)n>1 une suite de fonctions qui converge u—p.p. vers une fonction f. Montrer

que (fn)n>1 est uniformément intégrable s.s.i f € L(u) et

/ fo— fldu = 0.
E

Solution: a) On raisonne comme TD4.2 Exercice3.
b) Sila famille (f;);es est uniformément intégrable, alors la condition (i) est évidemment,

satisfaite, et on montre (ii) comme dans TD4.2 Exercice3.
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Inversement, si (i) et (ii) sont satisfaites, alors, posons

M = sup [ |fldu < oo,

i€l
comme
M

)
C

plfil = e}) <

la condition (ii) implique que

lim sup/ | fildpe = 0.
{Ifil=c}

c— 00 icl

c) D’apres b).
d) Si feL!et f, — f dans L', alors

[il= [ 1<,

¢a implique la condition (i) dans b). Maintenant, fixons € > 0.

Puisque f, — f dans L}, il existe N € N tel que
€
n>N = /|fn—f|<—.
B 2
D’apres a), il existe 6 > 0 tel que

u(Ad) <6 = /|f|<f,/\fi\<a,v1§i§N.
A 2 A

¢a implique la condition (ii) dans b), donc (f,,)n>1 est uniformément intégrable.

Si (fu)n>1 est uniformément intégrable, alors par lemme de Fatou, on a f € L', et on a

V5>O,30>0,Vi,/ | fildp < e.
{lfil=c}

Posons
ro(x) = TX[—c,c] + CX]e,00] — €X]—o00,—c]:

47



Voici une illustration :

Pe

Alors, pour tout ¢ > ¢, on a

Jit=11= [ 1=t + [ leott) = ool + [ leotr) - 1
<ot /E pe(fa) = 2o (£

Par TCD, on a
/E e () = pul(f)] = 0,

d’ou le résultat.

Exercice 3.

Soient (F,.A, ) un espace mesuré et (A,),>; une suite d’ensembles mesurables. Soit

f+ E — R intégrable telle que

/ Ixa, — fldu — 0.
E

Montrer qu’il existe A € A tel que f = x4 pu—p.p.

Solution: D’apres les conditions donées, on peut supposer que p(A,) < co. Posons
By :=A{z:|xa, — f| > ¢}, B. :=liminf B, .,
n—oo
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alors u(B:) = 0. Posons en suite
A= (] Bi,
m>1
alors p(A° = 0). Remarquons que si z € A, alors il existe une suite d’entiers positives
croissante (ng)x>1 tel que
XA, (2) = f(z).

On a donc trouvé ’ensemble A voulu.

Exercice 4.(Théoréme de Lusin)

Soit (E, A, i) un espace mesuré, ou E est un espace topologique muni de sa tribu borélienne
A, et p est une mesure (positive) finie et réguliere, i.e. telle que (régularité extérieure) pour
tout A € A,

w(A) = inf{u(U) : U ouvert, A C U},

et (régularité inférieure) pour tout A € A,
w(A) = sup{p(K) : K compact, A D K}.

Soit E’ un espace topologique & base dénombrable d’ouverts (muni de sa tribu boréli-
enne). Montrer qu’'une fonction f : E — E’ est u—p.p. égale a une fonction borélienne si
et seulement si pour tout € > 0, il existe X' C E compact de mesure u(K) < ¢ et tel que
la restriction de f a K¢ est continue.

Remarque: On ne peut pas remplacer la premiere assertion par la simple mesurabilité
de f si p n’est pas complet.

Solution: Soit (V},),>1 une base d’ouverts pour E’.

On suppose d’abord que f : E — E’ est u—p.p. égale a une fonction borélienne. Fixons

e > 0. Alors, puisque pu est réguliere, il existe des compacts
Ky C f7H (V) L € fHV)S,
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tels que

/() = 1 V)| < g (L) = (7 )] < 5y

ou p le complétement de p. Posons

K =()(K,UL,),

n>1

alors K est compact et pu(K°) < e. On vérifie que
fFfV)NK=L'NK

et on obtient que f|x est continue.
Montrons maintenant 'implication réciproque, prenons des compacts K, C E t.q. f|k,

est continue et que
1
K,) < —.
pIn) <

Fixons y € E’ quelconque et posons

i flz), ze U K,
) = S
Y, T ¢ L>J1 K,

on vérifie que f est borélienne et que f = f u—p.p.

Exercice 5.(Théoréme de Vitali-Carathéodory)

Soit (F,.A, 1) un espace mesuré avec u positive et réguliere. Soit f : E — R intégrable,
et soit ¢ > 0. Montrer qu’il existe deux fonction réelles v et v définies E — R, telles que
u < f < v, avec u semi-continue supérieurement et bornée supérieurement, et v semi-

continue inférieurement et bornée inférieurement, de sorte que

/\U—u|d)\ <e.
R

20



Rappel : u (respectivement v) est dite semi-continue supérieurement (resp. semi-
continue inférieurement) si pour tout a € R, {u < a} (resp. {v > a}) est ouvert. Vous
pourrez prouver que toute fonction semi-continue supérieurement ou semi-continue in-
férieurement est mesurable. La fonction caractéristique d’un ensemble ouvert est semi-
continue inférieurement et celle d’'un ensemble fermé est semi-continue supérieurement.
Notez que la classe des fonctions semi-continue supérieurement (resp. semi-continue in-
férieurement) est stable par addition (finie).

Solution: C.f. W.Rudin, i.e. la référence 3, Page56, Théoreme2.25.

Exercice 6.(Régularité des mesures finies sur un espace

polonais)

Un espace topologique est appelé polonais s’il dipose d’une métrique qui le rende complet
et séparable. Montrer que toute mesure borélienne finie définie sur un espace polonais est
réguliere.

Solution: On a déja, pour tout A € A,
pu(A) = inf{u(U) : U ouvert, A C U}, u(A) = sup{pu(K) : K fermé, A O K}.

(C.f. Le Gall, i.e. la référence 1, Page37. Proposition 3.2.7.)

Il suffit de montrer que pour tout F' fermé, on a
pu(F) =sup{p(K) : K compact, FF D K}.

Rappelons qu’'un espace métrique est dit précompact si pour tout € > 0, il existe un
nombre fini de boules ouvertes de rayon inférieure a € qui font un revétement de cet espace.
On a apris le semestre dernier qu’un espace métrique est compact si et seulement s’il est

complet et précompact.
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Soient {x, : n > 1} un sous-ensemble dense de F' et € > 0. Pour tout n > 1, il existe

M, € N t.q.
/JL =1 Z7n+1 2n‘

' 1

n>1

Posons

alors p(F \ C) < e et C est compact puisqu’il est complet et précompact, d’ou le

résultat.
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TD6 Calculs

Exercice 1.

Calculer, en fonction de o € R, les limites quand n — oo de

/ (1 — E)TLQZ:"‘_ldx
0 n

et de

Solution: Posons
T

fal) = (1= =) " Xom,

onafi < fo< - < fr <o+ et (fn)n>1 tend simplement vers f(z) = ez

Par TCM, on obtient que

n T\ +oo, a<0
lim / <1 — —) 22 ldr =
n—oo

0 " I(a), a>0
De méme facon, on a

n T\ +00, a>1

lim (1 — —) edr = 1
1—«a



Exercice 2.

Soit (fn)n>0 une suite de fonctions intégrables sur (E, A, u). Montrer que

= 3 [ [ ()

n>0 n>0 n>0

1
|
/ il dz.

Solution: Pour une preuve du fait que

e — 5 e | (5 1) o

n>0 n>0 n>0

puis calculer

c.f. W.Rudin, i.e. la référence 3, Page22, Théoremel.27 et Page29 Théoremel.38.

1 0
/ Inx dp — _/ In(1 +t)dt
0 1—= 1 t

On observe que

et que
In(1+¢) (=)t
B S/ 2
t ; n ’
On pose
-1 n—1 3
fn(t> = ( 72 ¢

et on utilise le fait qu’on a justement montré, on a

1 2
1
/ 12 =T
0 1l—x 6

Exercice 3.

Soit (ay)n>0 une suite quelconque de réels et (o, ),>o une suite de réels strictement positives.

Montrer que si

Z\/a_n<+oo,

n>0
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alors, pour presque tout x € R,

et méme, a y bien regarder,

Solution: Posons

Ay = UB(an, \/]j_"),A:ﬂAk.

n>0 E>1

Alors p(A) =0 et sur A° on a

Il reste de montrer que pour tout M > 0, on a

n>0 V ]a:—an

pour presque tout x € [—M, M].

On a
>0 |~ an| \>2M N a” |<2M N a"
et puisque
EEE
E— a/n
lan \>2M an|>2M
et que
€ Ll —M, M]),
— a/n
lan \<2M
on a donc

a,
> " < +o0, i —p.p.
|z — an|
>0
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Exercice 4.

En dérivant sous le signe somme, calculer la transforméde de Fourier de la densité gaussi-
2
€T

enne f(x) :=+2me” 7.

Rappel :

Solution: On a
¢ ! _ . izy q
(1) = [ iar@)eas
puisque f'(x) = —zf(x), on obtient que
r ! _ ! izyd '
(1) == [ rea

A~ ~ 2

R /
Par intégration par parties, on a donc (f(y)) — —yf(y) et ainsi f(y) = Ce~'z. Comme

[M]

Yy

f(0)=1,0onaC=1,donc f(y)=e =,

Exercice 5.(Théoréme de Lusin, le retour)

Soit f : [a,b] — R une fonction mesurable. Montrer que pour tout ¢ > 0 il existe un
compact K. C [a,b] tel que A([a,b] N KE) < e et f soit continue sur K.
Indication : on pourra utiliser le théoreme d’Egoroff et le fait que les fonctions continues
sur [a, b] sont denses dans L'([a, b]).
Solution: On a d’abord
£

ot E, := {f > n}. Puisque f - xg. € L' et que les fonctions continues sur [a,b] sont

denses dans L'([a, b)), il existe une suite (g,, € C([a,b]))m>1 t.q.
|f - XEe = gm||Lr — 0 lorsque m — oo,

on peut donc extraire une sous-suite t.q. gm, — f - XEe K — p.p.
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Par le théoreme d'Egoroff, il existe A C [a, b] mesurable t.q.
AMA) <

et que gp,, — f - xg: uniformément sur A
On obtient donc que f est continue sur A°U E¢. et le résultat voulu est obtenu par la

régularité inférieure de la mesure de Lebesgue.

Exercice 6.(Théoréme de Lusin, encore)

Soit f : [0,1] — R une fonction borélienne. Montrer que pour tout € > 0 il existe une

fonction continue ¢ : [0, 1] — R telle que

A{z: f(z) # g(2)}) <e.

Indication : On pourra commecer par le cas ou f = x4 avec A C [0, 1] borélien.

Solution: c.f. W.Rudin, i.e. la référence 3, Pageb5, Théoreéme2.24.

Exercice 7.(Super Hélder)

Dans cet exercice on introduit une généralisation de I'inégalité de Holder et I'une des ses
applications.
1) Soient p,q,r € [1,00] tels que
1 1 1

—+-=1+-.
P g r

Soient f € L(R) et g € LI(R). Montrer que f * g est définie presque partout et que

1 % gl < {1 £1lpl1gla-

Indication :

Q=
3=

1F(@ = v)g) = (£ = 9)Pla@)) 7 (f = ))7 7 (l9()]9)
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2) Soit f € L! et g € L?, p > 1. Montrer que pour tout |a| < ||f||;* I’équation
h—afxh=g

possede une unique solution dans ILP.
Solution: 1) On montre d’abord une inégalité :
Lemme (Inégalité de Holder avec 3 fonctions) : Soient «, 3, € [0,00] et f, g, h :

R — R des fonctions mesurables tels que

Lol
a By

alors

/R Fah < 11fllal gl 1Al

Preuve du lemme: On montre respectivement les deux inégalités suivantes :

[ sa < Ufllalohl .
R B+
et
<
l9hll g2 < llgllslIRl;
en utilisant I'inégalité de Holder.

Par I'indication et le lemme, on a

|f % g(x)] = /Y (1F(@ = 9)Pla@)) 7 (1f (z — )PP (l9(m)]9)

Q|
3=

1-49

< ( / |f<ac—y>1p|g<y>|q)i 111 1Al

11 suffit d’obtenir que

[ s =uriwio= [ 157 [1o

par le théoreme de Fubini.
2) On définit
T:1P —-1L°P hw—afxh+g.
Cette application est bien définie d’apres 1). Elle est aussi une contraction, donc elle

admet un unique point fixé car ’espace IL? est un espace de Banach.
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TD7 Espaces LY et Théorémes de
Fubini

Exercice 1.

Soit (E, A, ) un espace mesuré avec p(FE) < oo. Soient une suite (f,)n,>o bornée de
LP(E, A, 1), ot p €]1,00[ et une fonction mesurable f sur (E, A, ) t.q. f, = f p—p.p.
lorsque n — oc.

1) Montrer que f € LP(E, A, p).

2) Montrer que f, — f dans IL" lorsque n — oo pour tout r € [1,p|.

3) Que se passe-t-il pour p = 0o ?

Solution: 1) On applique le lemme de Fatou.

2) On suppose sans perte de généralité que f = 0. Soit € > 0 quelconque.

Par le théoreme d’Egoroff, il existe A C E mesurable avec pu(A°) < ¢ tel que f, — 0

uniformément sur A.

Alors par 'inégalité de Holder, on a

L= [ [ 1nr

< WAV flln + / Al
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comme f, — 0 uniformément sur A on a
[ 1l =0
E

3) On a encore f € L°°, et la conclusion de 2) est aussi encore vraie par le TCD.

ie. f, — f dans IL".

Exercice 2.(Lemme de Scheffé)

Soient p € [1, 00[ et (f,)n>0 une suite de LP(E, A, 1) qui converge u—p.p. vers une fonction

f de LP(E, A, ). Montrer I’équivalence suivante :
Tim [lf = £l =0 <= Tim [[full, = 1£]l

Indication : considérer g, = 2P(| f.|" + | f|P?) — | fn — f|P, un peu comme dans la preuve
du TCD.

Solution: Posons g, comme l'indication et on a g, > 0 par le lemme suivant :

Lemme: Soient x,y € C, alors |[x — y|P < 2P(|z|? + |y|?).

Preuve du lemme: On suppose sans perte de généralité que |z| < |y, alors
|z —ylP < 2Pyl < 27(|]” + [yl?).
1) <= : par lemme de Fatou, on a

liminf/gnZ/liminfgm
E E

la gauche de cette inégalité est égale a

2p+1/ \f|p—limsup/ \fo— P
E E

et la droite de cette inégalité est égale a

o+ / 5P,
FE
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donc on a
limsup/ |fn—fP=0
E
ie.
Tim || fo = fllp = 0.
2) = : simplement par l'inégalité triangulaire.

Remarque: Attention! Ce lemme de Scheffé est tres utile!

Exercice 3.(Inégalité de Hardy)

Soient (X, X, u) et (Y, ), r) deux espaces mesurés o—finis. On considere p : (X x YV, X' ®
Y) — (R,B(R)) une fonction mesurable et intégrable par rapport a la mesure produit

1 v, et F la fonction définie pour u—p.t. x € X par
Pla) = [ el v
Y
1) Montrer que F vérifie I'inégalité

1F g < /Y ()l v (dy):

2) En déduire que pour toute fonction f € LP(R’, B(R%)) avec p €]1, 00, la fonion F

définie sur R*. par
1 x
Fla)= | s
T Jo

vérifie 'inégalité suivante (appelée inégalité de Hardy) :
p
1 F]]p < pT“f”p-

Solution: 1) On suppose sans perte de généralité que ¢ > 0.

En posant une suite (A4, ),>1 croissante d’ensembles mesurables de mesure finie tel que

XxY:UAn

n>1
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et B, :={|F| <n}, M, =A,NB,, F, = xum,F, on se rameéne au cas ou ||F||, < oc.

Posons
P
p—1
on a
i1y = [ Per [ oy
X Y
Fubini _
= //F(w)p Yo(z,y)
yJX
Holder 1
< [l
Y
= 1FIE [ et o)l
Y
donc

1F |l < /Y () g (dy).

2) C’est un cas particulier de 1) ou Y = [0,1], X = R%, p(z,y) = f(z, ).
Remarque: Il y a plusieurs versions et preuves d’inégalité de Hardy, dans I’examen

final de ce cours en 2021, on a vu une autre preuve.

Exercice 4.(Petites questions)

Répondez aux questions suivantes :

1) Soit f la fonction définie sur [0, 1] par

22 —
fla,y) = @ Fv)”
0, r=y=0

/0 e /0 Cdyf(ey)
62
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Calculer



et puis

/Oldy/oldxf(x,y).

Diabolique, non ?

2) En considérant 'intégrale

/ dxdy
g2 (1+y)(1+2%)’
400 1
o a¢—1

1
r sin(as):/ cos(zy)dy,
0

calculer

3) En remarquant que

calculer pour tout ¢ > 0 l'intégrale suivante

+oo
/ o sin(z)e” "du.
0

Solution: 1) En remarquant que 2% —y? = 22 +y*—2y? et en appliqant une intégration

1 1 1
dy 1 dy
d — -
/0 yf(z,y) /0 x2+y2+1+x2 /0 pE
1

1+ 22

/Oldx/oldyﬂx,y):%
/Oldy/;dxﬂx,y) -2
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On a alors

et similairement

Diabolique! Oui!



Remarque: Cet exercice nous dit que I’hypothese d’intégrabilité est nécessaire dans

I’énoncé du théoreme de Fubini: on vérifie facilement que

22 —
Fla,y) = @+
0, r=9y=0

(z,y) # (0,0)

n’est pas dans L'([0, 1]?).

2) D’une part,

/ dady _/ dy (/ dw )
R2 (1+y)(1+a2y) R, L+y U, 1+2%

en posant u = /y, on obtient que

/ dady —w/ du 7r_2
r2 (1+y)(1+2%y) Ry LFu? 20

D’autre part,

/ dzdy / dx / ( 1 1 )
2 (L+y)(L+a%y) Jr 2 —1Jg \1+2v 1+y
:2/ 12(@ .

R, 7 —1

Donc




3) D’apres le théoremes de Fubini, on a

+00
/ r sin(z)e " dx —/ cos(zy)e "dady
0 Ry x[0,1]
/ (/ cos(zy)e t:‘dx) dy
0
1
/ Re (/ e Ve~ mdx) dy
0
_/ tdy
B 2 412
()
= arctan | —

Exercice 5.(Truc de ouf)

Soit f : R — R une fonction borélienne. Montrer que pour A—presque tout y € R,

A{z € R: f(z) = y}) = 0.

Solution: Posons A := {(z,y) € R?: f(x) =y}, on a A est mesurable et

[ty = [[ xadody

- / A{f(@))dz

= 0.
Donc pour A—presque tout y € R,

A{z eR: f(z) = y}) = 0.

Remarque: On en déduit que le graphe d'une fonction borélienne R — R est de
mesure de Lebesgue nulle.
Cette proposition reste valable pour toute fonction borélienne R™ — R™. La démon-

stration est laissée comme un exercice.
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Exercice 6.(Quelque chose d’utile)

Sur un espace mesuré o—fini (E, A, u), on considere f : (E, A, u) — (Ry,B(Ry)) une

fonction mesurable.

1) Soit g : R, — R, une fonction croissante de classe C! telle que g(0) = 0. Montrer

que

+00
/Eg o fdu= /0 g Ou({f = t})dt.

Indication : On pourra écrire g(f(t)) comme une intégrale.

2) Montrer que
0

/Efdu—/ p({f > t})dt.

3) On suppose que g est finie et qu’il existe p > 1 et ¢ > 0 t.q.

vt >0, p({lf| > t}) < ™.

Montrer que f € LY(E, A, 1) pour tout ¢ € [1,p[. A-t-on forcément f € LP(E, A, u) ?

Solution: 1) On a ¢’ > 0 est continue, et puis

[ dontts = mar= [ [ doniesadua

:// g (t)X1f@)>ndtdp
B Jr,

:/Egofdu.

2) Posons g = id et appliquons 1).
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3) D’apres 2), on a

[E fdu = /R gz

:/R M({fq:t}dtjt/R p({f>1t})d
- /[ (gt + / W0 > t)dt + p(E)

IN

2u(E) + / ct”adt

J1,00[

< Q.

Donc f € LI(E, A, u) pour tout ¢ € [1,pl.
On n’a pas forcément f € LP(E, A, ), par exemple, on prend E =]0,1] muni de la
mesure de Lebesgue, f(z) =271 et p = 1.

Exercice 7.

Soit ¢ : ([0, 1], B([0,1])) — (R, B(R)) une fonction intégrable pour la mesure de Lebesgue.
On définit F': Ry — R, par

F(t) = /[O VeGP i

1) Montrer que F' est continue sur R, et dérivable sur RY .

2) Donner une condition nécessaire et suffisante sur ¢ pour que F' soit dérivable en 0.

Solution: 1) c.f. Le Gall, i.e. la référence 1, Page26, Théoreme 2.3.1 et Page27,
Théoreme 2.3.2. Les vérifications sont directes.

2) F soit dérivable en 0 <= la limite lim h='(F(h) — F(0)) existe

h—0
. ! dx
<= lim existe
h=0Jo (@) + /o(x)? +
1 1
— —cL
2
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Exercice 8.

Soient 1 et v deux mesures o—finies sur la tribu borélienne de R.
1) Montrer que l'ensemble D, = {x € R : u({z}) > 0} est fini ou dénombrable.
2) Soit A = {(z,z) : € R} la diagonale de R?. Montrer que

= > u({z}r({z}).

zeR

Solution: 1) Voir TD2, Exercice 4, question 4).

2) D’apres 1), on a
M®WA%=4M@GW@@

=meww»
= 3 u({zhria])

zeDy,

= > u({zhr({z}).

zeR
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TDS8.1 Radon-Nikodym et
Probabilité

Exercice 1.(Contre-Exemple a Radon-Nikodym)

Soit m la mesure de comptage sur (R, P(R)) c’est-a-dire que m(A) = |A| pour toute partie
A de R. On note my la restriction de m a la tribu borélienne de R.

1) Montrer que la mesure de Lebesgue est absolument continue par rapport a m.

2) Montrer qu’il n’existe pas de fonction mesurable f : R — R, telle que A = f - my,
ol A désigne la mesure de Lebesgue.

3) Conclure quelque chose d’intelligent et intelligible.

Solution: 1) Pour tout A € B(R), on a

wA)=0 = A=9 = IA) =0.
2) Supposons par 1'absurde qu’il existe une telle fonction f, alors pour tout = € R,
0=A{z})= [ fdmo= f(z)mo({z}) = f(2).

On a donc f = 0 et ainsi A = 0, une contradiction !
3) Dans I’énoncé du théoréeme de Radon-Nikodym, la condition que p et v sont o —finies

est nécessaire.
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Exercice 2.(Quantification de ’absolue continuité)

Soient p et v deux mesures sur un espace mesurable (E, A).

1) On suppose que pour tout £ > 0, il existe n > 0 tel que pour tout A € A,
uA) <n = v(4) <e

Montrer que v est absolument continue par rapport a pu.

2) Montrer que la réciproque est vraie dans le cas ou la mesure v est finie. Que se
passe-t-il si v est infinie ?

Solution: 1) La vérification est simple.

2) On suppose par I'absurde que v < p et qu'il existe € > 0 t.q. pour tout n € N, il
existe A, € A t.q.

Selon le lemme de borel-Cantelli, on a u(limsup A,) = 0 et donc v(limsup 4,,) = 0.
Mais lorsque v est finie, on a

v(limsup A4,)) = lim v (U Ak> > limsupv(A4,) > &,

n—00
k>n

une contradiction !
Voici un contre-exemple lorsque v n’est pas finie : (E, A) = (R,B(R)), # = X est la

mesure de Lebesgue et v = 2x - .

Exercice 3.

Sur un espace de probabilité (€2,.4,P), on se donne (X,Y’) une v.a. (variable aléatoire) a
valeurs dans R2.

1) On suppose que la loi de (X,Y) est )\ue_m_“yXRi (z,y)dzdy. Déterminer la loi de
la v.aa. U =min(X,Y).
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2) On suppose que la loi de (X,Y) est

1

Ee_%X{xZO}X[O,ZW] (y)dmdy.

Déterminer la loi de la v.a. (vV/X cos(Y), VX sin(Y)).
3) On suppose que la loi de (X,Y) est

]_ 902-0-

y2
%e’ 2 dady.

Déterminer la loi de la v.a. v

Solution: 1) Soit F': Ry — R, borélienne quelconque, on a

E[F(U)] :/0 / F(x))\ue_’\w_“ydxdy—k/o / F(y)\pe " dzdy
T Y
= / F(x)heMWrdy 4 / F(y)he~Mmvdy
0 0
:/ Fu)(\ 4 p)eAmudy,
0

Donc la loi de U est (A + p)e”MWuyg (u)du.
2) Soient (U, V) = (v X cos(Y), VX sin(Y)) et F : R? — R, borélienne quelconque, si

(x,y) = (u2 + 0%, arctan Q) ,
x

alors

dody = ‘g(x, y) dudv = 2dudo,

(u,v)

donc on a

E[F(U, V)| = / F(u,v)%egdxdy

R+><[0,27T]

1 u2+v2
:/ F(u,v)—e~ 2 dudv.
R2 2m

Donc la loi de (U, V) est

1 u2 ’U2
—e 3 dudv.
21
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X
3) Soient U = v et I': R — R, borélienne quelconque, on a

1 ac2 y2
F (f) e dxdy
y) 2w

1 w241 2
:/ F(u)5 e ydydu
R2 T
e du
= F _—
/0 (u) (1+u?)m

du
(1+u?)r

BIF@) - |

R?

Donc la loi de U est

Exercice 4.

Soient X,Y et Z des v.a. réelles définies sur un espace de probabilité (€2, A, P).

1) On suppose que X =Y p.s (i.e. P—presque partout). Montrer que X et Y ont la
méme loi. Montrer que la réciproque est fausse.

2) On suppose que X et Y ont la méme loi.

(a) Soit f: R — R borélienne. Montrer que f(X) et f(Y) ont la méme loi.

(b) Montrer que XZ et Y'Z n’ont pas nécessairement la méme loi.

Solution: 1) Pour tout A € B(R), on a
P(X € A)-PY € A) <PH{X € AA\{Y € A}) <P(X #Y) = 0.

De méme fagon, on a P(Y € A) —P(X € A) <0, donc P(X € A) =P(Y € A).
La réciproque est fausse : (2, A,P) = ([0,1], B([0,1]),A), X =id, Y =1 - X.
2)(a) Pour tout A € B(R), on a

P(f(X) € A) =P(X € [T(A)) =P(Y € [71(4) =P(f(Y) € 4).

(b) Voici un exemple :

72



TDS&.2 Probabilité

Exercice 1.(Simulation de variables aléatoires)

Soient X une v.a. réelle définie sur un espace de probabilité (€2, A4, P) et F' sa fonction de
répartition définie par F'(t) = P(X <t) pour t € R.

1) Si F est continue et strictement croissante, et si U est une variable uniforme sur
0, 1], quelle est la loi de v.a. F~Y(U) ?

2) Dans le cas général on définit F~!, I'inverse continu & droite de F' par,
FYu) =inf{z € R: F(z) > u}.

Quelle est la loi de la via. F~1(U) ?

Indication : On pourra vérifier que

(FU) <ty = (U< F (t+ %)}

n>1

3) Soit U une v.a. de loi uniforme sur [0, 1], et X la v.a. définie par

X = —gln(U).

Déterminer la loi de X.

Solution: 1) On calcule la fonction de répartition :

P(F~1(U) < M) =P(U < F(M)) = F(M),
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donc F~Y(U) et X ont la méme loi.
2) On suit I'indication, on vérifie que
1
{FY(U) <t} = ﬂ{U <F (t+ —)}
n>1 n
(On omet la vérification directe mais lourde.)

Et puis, on a

P(FHU)<t)=P (ﬂ{U <F (t+ %)})

n>1
1 1
= lim IP({U< F (t+—>}) = lim F (tJr—)
n—o00 n n—00 n
— F(1).

Donc on a encore F~1(U) et X ont la méme loi.

3) On cacule la fonction de répartition :
P(X <t)=P(n(U) > —pt) =P(U > e ") = max{1 — e, 0}.

Donc X a la loi exponentielle de parametre p.

Exercice 2.(Variables exponentielles)

On étudie dans cet exercice les variables exponentielles. On dit qu’'une v.a. réelle positive

X vérifie la propriété d’absence de mémoire si pour tous s,t > 0, on a
P(X >t+s)=PX >t)P(X > s).

1) Trouver toutes les v.a. réelle positives qui vérifient la propriété d’absence de mémoire.

2) Soit X une v.a. exponentielle. Calculer la loi de [ X .

Solution: 1) On pose f(t) = mP(X > t), on a f(t +s) = f(t) + f(s) et [ est
décroissante, elle est ainsi linéaire : f(z) = Az, ou A = —InP(X > 1) > 0. Donc X ala

loi exponentielle de parametre .
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Conclusion: toute v.a. réelle positive vérifiant la propriété d’absence de mémoire est
exponentielle.

2) Supposons que la loi de X est
p(z)dx = Ae Myg, dx,

alors, pour tout n € N, on a

P(|X]|=n)= /n+1p(x)dx = A — A,

n

Conclusion: Si X a la loi exponentielle de parametre A, alors | X | a la loi géométrique

de parametre e,

Exercice 3.

Sur un espace de probabilité (€2,.4,P), on se donne une v.a. N a valeurs dans R de loi

1
\ 2T

2
_xT_
e 2dx.

1
Calculer la loi de ek

Solution: Soit F': R,y — R, une fonction borélienne. On a

E[F(N"2)] = \/%/RF (%) e T dr = \/% /R+ F (%) e~ 7 da.

D’apres la formule du changement de variables, on a

1 o2
/ F (—2> e zdx :/ F (u) e‘ﬁ(Qu%)_ldu.
Ry Z Ry

Donc le loi de N2 est
1

_L
\/We 2u X{u>0}du

5




Exercice 4.

Soit F' la fonction de répartition d’'une mesure de probablitié p telle que F(x) € {0,1}
pour tout x € D, ou D est un ensemble dense de R. Montrer que p est une mesure de
Dirac.

Solution: Puisque F' est continue a droite, on a F(z) € {0,1} pour tout 2 € R. On

pose
a=inf{x e R: F(z) = 1}.
Comme
S FE =1
et
lim F(z) =0,
T——00

on a a € R. Puisque F' est continue a droite, on a

F = Xa,+o0]

qui est la fonction de répartition de 9,.

Exercice 5.

Sur un espace de probabilité (2, 4,P), on se donne (X7, -, X,,) une v.a. a valeurs dans
R™ de loi

Xjo,pn (@1, -+ 2p)day - - - day,.

1) Construire, a I'aide des événements
AU = {Xg(l) < < Xa(n)}

pour 0 € S,, nv.a. Yy, -+, Y, sur (2, A4,P) telles que



et
{Y(w), - Va(w)} ={X(w), -+, Xu(w)}

pour presque tout w € €.

A
Solution: 1) Nous donons directement la construction :

Y, Y.
2) Déterminer les lois des v.a. (Y7,---,Y},) et ( ! 1) :

Yi(w) = ) Xo(i) (W)X(X, (1) @) << Xy @)}

O'GSn
Les Y; sont bien définies car la mesure de Lebesgue des hyperplans de R™ ou deux
coordonnées sont égales est nulle.
2) Soit f :]0,1]™ — R, une fonction borélienne, on a

E[f (Y1, Yo)] =

O'ESTL

:n!/ flzy, - xp)day - - - day,.
{0<z1< <2 <1}

La loi de (Y3, -+ ,Y,) est donc

/ f(@oq),  + , Tomy)day - - - day,
{0§$U(1)<"'<1‘0(n)§1}

n!x{0§$1<...<mn§1}dx1 e dl’n

Soit maintenant g :J0, 1[*~'— R, une fonction borélienne, on a

Y, Y, _ n—
Elg<_1,...7 1>]:n!/ g(ﬂ7...7x l)dxl"-dxn.
Y, Y, {0<z1< - <Tn<1} L2 Ln

D’apres la formule du changement de variables et puis le théoréeme de Fubini-Tonelli,

}/1 Yn—1>:| / 2 -1
E — =n! Up, ooy Up—1)Ugus -+ -y dug - - - duy,
=(n— 1)!/ gur, U1 )ugus - duy - - duy, .
]0,1[7171

Yl Yn—l
Yv27 ) Yn

) est donc
(n — Dlugus - - ul " xq01 -1y - - - Aty
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Remarque: On obtient aussi que les n — 1 v.a.

N Yaa
}/27 ) Yn
sont indépendantes, chaque ' est de loi

i+1

iy x0.1(y)dy.

Exercice 6.

On considere un jeu de 52 cartes bien mélangé, posé face caché sur une table. On retourne
une a une les cartes jusqu’a trouver une dame. Combien de cartes aura-t-on vu en moyenne
?

Solution: On place toutes les cartes (face visible) en cercle sur la table (de sorte
qu’on voit toutes les cartes), et on ajoute une cinquiéme dame fictive entre la premiere
carte du paquet et la derniere carte du paquet.

Les 53 cartes sont ainsi partionnées en cinq intervalles qui ont méme loi (chaque inter-
valle commengant par la carte suivant une dame et finissant par une dame), de sorte que
le nombre moyen de cartes dans le premier intervalle est 5;—3

Le nombre de cartes qu’on aura vu étant le nombre de cartes entre la cinquieme dame

23

(excluse) et la premiére dame (incluse), on aura donc vu en moyenne T cartes.

, ) ) N+1
Remarque: Siona N cartes bien mélangé contenant 4 dames, la réponse sera T
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L’examen Oral I et Préparation

d’examen Partiel

Dans ce chapitre, on introduit quelques probléemes dans le premier examen oral et ’examen
partiel, quelques exercices dans les feuilles des TD qui ne sont pas résolus aux cours et

quelque problemes intéressants hors TD. On donnera des solutions et des remarques.

Exercice 1.(Fonctions réelles additives)

Le but de cet exercice est de montrer que toute fonction f : R — R qui est mesurable et
additive (i.e. Vz,y € R, f(z +y) = f(z) + f(y)) est linéaire.

1) Montrer que pour tout z € Ret r € Q, on a f(rz) = rf(z).

2) Montrer que si le graphe de f n’est pas dense dans le plan, alors f est linéaire.

3) Soit A C R un borélien de mesure de Lebesgue strictement positive. Montrer que

ensemble

A-A={x—y:z,yec A}

contient un intervalle ouvert centré en 0.
4) Montrer que si f est mesurable, alors elle est bornée sur un voisinage de 0.
5) Conclure.

Solution: 1) Facile.
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2) On pose

A:{@:xeR*}CR,

Si le graphe de f n’est pas dense dans le plan, alors A C R n’est pas dense. Si f n’est
pas linéaire, alors |A| > 1. On observe de plus que pour tout z,y € A,z <y, on a AN|x,y]
est dense dans [z, y], donc A est soit supérieurement borné, soit inférieurement borné. On
suppose sans perte de généralité que A est supérieurement borné, dit A C] — oo, M].

Soit

alors, pour tout (p,q) € Q% on a
pa+qgb>0 = pa(M — x)+ pb(M —y) >0,

donc M —x = M — y, ainsi x = y. Ce qui contredit que |A| > 1.
3) Soit a €]0, 1] quelconque, par la régularité supérieure de la mesure de Lebesgue, il

existe un ensemble ouvert O D A avec

A(A) > a)(O).

On écrit O comme la réunion d’une famille dénombrable d’intervalles ouverts disjoints,

on a alors, il existe au moins un intervalle I dans cette famille satisfiant
AMANIT) > a().

On pose Ag = AN I, il suffit de montrer que Ay — Ay contient un intervalle ouvert

centré en 0. On suppose par I'absurde que pour tout n > 1, il existe a,, avec
1
‘an‘ < —et Ao N (AO +CLn> = .
n
On a alors

2aA (1) < AM(Ag) + MAo+an) = AM(Ao U (Ag+an) < AT U+ ay)) = ANI) + |ay).
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On prend o = % et on obtient une contradiction.

4) D’apres le théoreme de Lusin, f est continue sur un compact K de mesure finie et
strictement positive, elle est donc borné sur K.

D’apres 3), K — K contient un intervalle ouvert I centré en 0, alors f est bornée sur [.

5) D’apres 4), le graphe de f n’est pas dense dans le plan, donc f est linéaire.

Exercice 2.

Soient (E,.A, p) un espace mesuré o—fini et p € [1,00[. Soit ¢ : E — R une fonction
mesurable telle que, pour tout fonction f € IL”, on a fg € L?. Montrer que g € L.*°.

Solution: Posons

E:UEn

n>1
avec Vn > 1, u(E,) < oo.

On suppose par 'absurde que g ¢ L, alors il existe un sous-ensemble A infini de N

t.q.
3k >1,Vn € A, u(E, ), = {x € B}, : 2" < g(x) < 2""'}) > 0.
On pose
f - Z 2_nXEn7kﬂ(En,k)7;7

necA

alors on a
IfIE = 277" (B ) < p(Ey) < oo,
ncA

mais

Ifgllh>> 1 =00,

neA

une contradiction !
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Exercice 3.

Trouver la limite de la suite

(g
T
10,00f t(1 4 1)

" — / sin(t") dt + / sin(t") A&t
0.1 (1 +1) 11,00 1"(1 + 1)

Par TCD, on obtient que

Solution: On a

o (
/ wdt — 0 lorsque n — oo,
J1,00f (1 +1)

et que

in (" Loae
/ wdt — / —— = 1In2 lorsque n — oo.
0] tn(l + t) o 1+t

Donc u,, — In 2 lorsque n — oc.

Exercice 4.(L’inégalité de Brunn-Minkowski)

Soit o €]0, 1] et soit =1 — a.

1) Soient K et K’ deux compacts non-vides de R. Montrer que

AME) + MK <MK+ K').
2) Soient E et E’ deux boréliens non-vides de R. Montrer que

ME)+AME) < NE+E).
3) Soient h, hy, hy : R — [0, 1] des fonctions boréliennes tels que

Va,y € R, h(az + By) > hi(z)ha(y)”.

Soient s € [0, 1] et
E:={zeR:h(x)>s} E :={reR:h(zr)>s} Ey:={xecR:hy(x)> s}
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Montrer que, si £ et Ey sont non-vides, alors
A(E) > aA(Br) + AA(E).
4) Soient h, hy, hy : R — [0, 00| des fonctions boréliennes tels que

Va,y € R, h(ax + By) > hy(z)ha(y)°.

Aﬁ@mxz<ém@mga(4@@maﬁ

5) Soient h, hy, hy : RT — [0, 00] des fonctions boréliennes tels que

Montrer que

Va,y € RY h(ax + By) > hi(x)“ha(y)”.

Léﬁ@mxz<éjmﬂ¢0a(éﬁm@mﬁé

6) Soient A et B deux boréliens de R?, montrer que

Montrer que

A(A)7 + A(B)7 < M(A+ B)i.

Solution: 1) Comme la mesure de Lebesgue est invariante par translation, on peut

supposer sans perte de généralité que
sup K = inf K’ = 0.
On a alors
KUK Cc K+ K/,

donc

MK+ ME') < MEUK') < MK + K').

2) On peut supposer d’abord que E et E’ sont de mesure de Lebesgue finie, car sinon,
il n’y a rien a montrer. L’inégalité cherchée découle de la question précédente et de la

régularité inférieure de la mesure de Lebesgue.
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3) Puisque h, hy, hs sont boréliennes, on a E, F, Es sont boréliennes.

Comme

Va,y € R, h(ax + By) > hi(z)*ha(y)?,

on a

aF, + BEy, C E.

Il suffit d’'utiliser L’inégalité prouvée dans la question précédente.

4) On peut supposer d’abord que
MA={h=00})=0,
car sinon, il n’y a rien a montrer. Posons
Ay ={h) =0}, Ay ={hy = o0}

Puisqu’on a

ad, + BA, C A,

on obtient d’apres 2) que
MA; ={h; =0}) =0, (A = {hy = 0}) = 0.

On compose chaque fonction par X[, et on applique le TCM, on se ramene au cas ol

h, hy, hy sont bornées, ce cas est bien traité dans la question précédente.

5) On raisonne par récurrence sur la dimension d, le cas d = 1 est montré dans la

question précédente. Supposons qu’on a montré pour dimension d — 1.

Pour tout z € R4, on pose
f(z) = / hz,2)dz, fi(z) = / hi(z,2)dz,  fo(x) == / ho(z, z)dz.
R R R
On vérifie par 'inégalité de Holder que

Va,y € R flaz + By) > fi(z)* f2(y)”,
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et puis le résultat découle de I’hypothese de récurrence et du théoreme de Fubini-Tonelli.
6) On peut supposer d’abord que A(A + B), A\(A), \(B) €]0, o], car sinon, il n’y a rien

a montrer. Puis on pose

On vérifie que les 3 fonctions

f = XaA1+BB1> fl = XA f2 = XB

satisfaient les hypotheses de la question précédente, d’ou le résultat.
Remarque: L’inégalité dans 6) est appelée 'inégalité de Brunn-Minkowski, pour une

autre démonstration, c.f. référence 4, Chapitre 1, Section 5.

Exercice 5.

Soient A une tribu sur R et x4 une mesure de probabilité sur (R, .A). Soient f,¢g: (R, A) —
(R, B(R)) deux fonctions mesurables monotones de méme sens. On suppose de plus que

f,g et fg sont dans IL'(u). Montrer que

/R Fodu > /R F /R gdp.

Indication : on pourra considérer la fonction

F(x,y) == (f(z) — f(¥)(g(x) — g(y)).

Solution: La fonction F' est clairement positive, donc

[ Famdute)ut) > o

De plus, comme f, g € L!(u1), on a par le théoréme de Fubini-Tonelli,

/Rz |f(@)]|lg(y)|dp(z)du(y) = [|fll1llgll1 < oo.
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Puisque p est une mesure de probabilité et par le théoreme de Fubini, on a

/R F (z,y)dp(r)du(y) = 2 . f(x)g(x)dp(z)du(y) — 2 /R 2 f(2)g(y)du(z)du(y)

=2/ngdu—2/Rfdu/Rgdu-

Ce qui nous donne le résultat.

Exercice 6.

Soit f mesurable sur (£, A, 11). On suppose que f € L pour au moins un py € R¥.

1) Montrer que
lim ([ f]l, = |[f]oc-
p—00

2) On suppose de plus que p(FE) = 1, montrer que

tny 1, = ([ 1111}

Solution: 1) Si ||f||oc = o0, alors pour tout n € N, on a m,, := u({|f| > n}) > 0.

Dans ce cas, on a ||f]], > (annp)% — n, donc on a
lim inf || f]|, > oo,
p—0o0

ainsi
T £1lp = /]|

Si 0 < |[|fl|lee < 00, alors pour tout e €]0, 1], on a

1711y > 11 lloo(2 = ({1 > 111 = )13

donc

. N
tim in /1l 2 1]
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Par ailleurs, pour p > pg, on a

A < LAIRSNA RS < oo,
p Po

on obtient que

limsup || f{], < |[f]]oos

p—0o0

donc
tm (11} = [1fl1
Si || fl|leo, il 0’y a rien & montrer.
2) En appliquant 'inégalité de Holder, on peut facilement montrer que p — ||f||, est
croissante, donc la limite existe.

Remarquons que le résultat voulu est équivalent a

limplln/|f|p:/ln\f].
p—0

L’inégalité de Jensen donne immédiatement
it [ 177> [a]].
p—0

fIF =1+ /(|f|p — 1) < Uy,

donc il suffit de montrer que

[ 5= [
/WT_1=/1D|J‘|=0;

Sur {|f| < 1}, on raisonne par TCM ;

De plus, on a

Sur {|f| =1}, on a

Sur {|f| > 1}, on raisonne par TCD : dominée par

S -1
Po
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Exercice 7.(Espace de Sobolev sur |0, 1|)

On note S l'ensemble des fonctions réelles f € L2(]0, 1[,\), pour lesquelles il existe une

fonction Ay € L2(]0, 1[, \) telle que

1 1
veeckaD, [ san=- [ A
0 0

1) On consideére un «noyau de convolution» p € C}(R, R, ) vérifant

/pd)\: 1,
R

pe(r) = ép <£> :

3

et pour tout € €]0, 1] on pose

En se servant des noyaux de convolution (p;).ejo,1, montrer que espace C2(]0,1]) est
dense dans C?(]0, 1[) pour la norme sup. En déduire que C!(]0, 1]) est dense dans 1L3(]0, 1)
(pour la norme || - ||2.)

2) Pour f € S, montrer que Ay € L? est unique.

3) Montrer que S est un sous-espace vectoriel de L2(]0, 1[).

4) Trouver A; pour f € CX(]0,1]).

5) Montrer que le sous-espace vectoriel S est dense dans L?(]0, 1[).

)

6) Posons pour f,g € S, leur produit scalaire

1 1
(f.9)s = / Fd + / AsAydA,
0 0

montrer que c¢’est un produit scalaire euclidien bien défini. On note || - ||s la norme
euclidienne associée.
7) Montrer que § est complet pour cette norme.

Solution: 1) On pose
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avec C' bien choissit, c’est bien un «noyau de convolution». Pour f € C%(]0,1[), on
pose f. := f % p.. On obtient facilement que f. € C}(]0,1[) et que f. = f.

2) Sil existe deux telles fonctions Ay, Ay € L2, alors pour tout ¢ € C}(]0,1[), on a

1 1
0 0

Comme C(]0, 1[) est dense dans IL.?(]0, 1]) pour la norme ||-||2, on obtient que A; = As.
3) Pour o, 5 € Ret f,g €S, on vérifie que

Aafrpg = oy + FA,.

4 A= f
5) Puisque C1(]0,1[) C S et que C1(]0,1[) est dense dans L?(]0, 1[), on obtient que S
est dense dans L%(]0, 1[).

6) On a évidemment la symétrie (f, g)s = (g, f)s, la positivité (f, f)s > 0 et
(f:fls 20 = [[fll=0 = [ =0,

et la linéarité (af; + bfa, 9)s = a(f1,9)s + b(f2,9)s.

7) Soit (f,)n>1 une suite de Cauchy pour la norme || - ||s, alors (f,)n>1 et (Ay,) sont
deux suites de Cauchy pour la norme ||-||. Puisque L? est complet, il existe deux fonctions
LA €eL?t.q. |[fa— fll2— 0et que [|[As, — Al]2 — 0, on vérifie alors que Ay = A.

Remarque: Pour savoir plus sur les espaces de Sobolev, c.f. référence 7, Chapitre 4.

Exercice 8.

Soit f : Ry — R, une fonction mesurable pour les tribus borélienne associées. On pose

° arctan(x d
Fl2) ::/0 actal(—i_i;(t)) t,x>0.

1) Montrer que F' est continue.
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2) Calculer la limite de F'(x) quand z — oo.

3) Montrer que F est dérivable sur |0, co.

4) Donner une condition nécessaire et suffisante sur f pour que F' soit dérivable en 0.
Solution: 1) c.f. Le Gall, i.e. la référence 1, Page26, Théoreme 2.3.1. Les vérifications

sont directes.

2) Par TCM, on a

dt
lim F(z) = E/ —.

3) c.f. Le Gall, i.e. la référence 1, Page27, Théoreme 2.3.2. Les vérifications sont
directes.

4) Par TCM, on a

F(z)— F(0) :/ arctan(a:f(t))dt:/ f(t)dt

y
o0 o(1+£7) N

x—0 x

donc la condition voulue est
t)dt
fd
R, 1+1
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TD9.1 Semaine 9, Mardi

Exercice 1.

Une urne contient 20 boules numérotées de 1 a 20. On tire n boules sans remise de cette
urne et on note X le plus petit des numéros tirés.

(a) Décrire I'espace probalilisé associé a cette experience.

(b) On suppose que n = 3. Calculer P(X = 8) et P(X > 8).

(c) On revient au cas général ou < 20. Calculer de fagon indépendante:

i) P(X =k);

ii). P(X > k).

Solution: (a) Q:={(a1,---,a,) 1 a; € {1,2,--- ,20} et i # j = a; # a;} muni de
la probabilité uniforme.

(b) Posons A = {X =8}, ona |A] =3 x 12 x 11, donc

3 x12x 11 11
P(A) = oo = — = o
20 x 19 x 18 190

Posons B = {X > 8}, on a |B| =13 x 12 x 11, donc
C13x12x 11 143

PB) = S0 x19%18 ~ 570"
(c)i) On a
n x (20 — k)! k<20 -n+l
P(X = k) = { 20—k —n+1)
0, k>20—n+1
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ii) On a

20—k +1)!

<0—+)" E<20—n+1
]P)(XZ]C): (20—k—n) )

0, k>20—n+1

Exercice 2.

Soit 7" une v.a. entiére définie sur un espace de probabilité (2, F,P). On suppose que T’
n’est pas égale & +oo presque slirement, que pour tout n € N;P(T" > n) > 0 et que pour
tous n,p € N,P(T' > n + p|T > n) = P(T > p). Montrer que T suit une loi géométrique.

Solution: Pour tous n,p € N, on a
P(T>n+p)=P(T >n+p|T>n)P(T>n)=PT >p)P(T >n).
Posons a = P(T > 1), alors P(T' > n) = a". Puisque

0=P(T =o0) :P(m{T >n}) = lim P(T">n) = lim a",

n—00 n—00
n>1

on obtient que 0 < a < 1. Onaalors P(T'=n) =P(T > n)—P(T > n+1) =a"(1—a).

Exercice 3.(Remarques sur les fonctions caractéristiques)

La fonction caractéristique d'une v.a. X est la fonction ® : £ € R — E(e®X).

(a) Montrer que

sup [®(&)] = 1.
£eR

(b) Montrer que ® est une fonction continue.

(c) Montrer que si X est une v.a. symétrique (telle que —X a méme loi que X), alors
® est a valeurs réelles.

(d) Montrer que s'il existe £ > 0 tel que |®(£)| = 1, alors le support de X est inclus

dans aZ + b, avec a et b que 1’'on précisera.
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Solution: (a) On a

()] = B(e') = ‘ [ eextan

< [1e¥ xtar) =1

et ®(0) = 1, donc

sup [®(£)[ = 1.
£eR

(b) Puisque |e®X| < 1, on a |®(t + h) — ®(t)| = [E(e!HMX — )| <E(|eX — 1|). Par
TCD, on montre que ® est uniformément continue.

(¢) Comme —X a méme loi que X, on obtient que
O(&) = E(Y) = E(e™*) = ©(¢),

donc @ est a valeurs réelles.

(d) Supposons que ®(£) = e avec n € R, on a
1 = E(efX) = E(cos(EX —1n)).

Donc p.s., EX —n € {2kn : k € Z}, donc le support de X est inclus dans aZ + b, avec

2
CL:—Wetl):?7

3 3
Exercice 4.

Calculer la fonction caractéristique des lois suivantes:
(a) Bernoulli de parametre p € [0, 1].
(b) Binomiale de parametres n € N et p € [0, 1].
(¢) Géométrique de parametres p €]0, 1].
(d) Poisson de parametre A > 0.
(e) Exponentielle de parametre 6 > 0.
(f) Uniforme sur [0, 1].
Solution: (a) ¢(&) = pe® +1 — p.
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) 6(6) = 35 (Z) (pe)E(L — )" = (pe€ +1— p)".
(© 006 = 3201 - ey = L2
Gi€)k o
@ o(6) = x2 P PEL o
(e) On a )
o(&) = /000 T \e My = 3 j\zf

(f) On a

e — 1

Exercice 5.

Répondez aux questions suivantes :

(a) Calculer la fonction caractéristique de la loi de probabilité de densité (1—|x|)x{jz|<1}-

1 —cosz
(b) Quelle est la fonction caractéristique de la loi de probabilité de densité — 7
T

Solution: (a) On a
2(1 — cosé)
£2

P(&) = /1(1 — |z])e*"dx = 2/01(1 — x) cos Exdr =

1

(b) On utilise le théoréme d’inversion suivant :

Théoréeme: Soit X une v.a. avec une function caratéristique ¢ intégrable, alors elle

admet une densité

) = = / it (t)dt.

T o
Pour une preuve, c.f. R.Durrett, i.e. la référence 5, Thm3.3.5.

D’apres (a) et le théoreme d’inversion, on obtient que

O(t) = (1 — [thxqe<1y-
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Exercice 6.(Dérivabilité de la fonction caractéristique)

Soit X une v.a. réelle et ¢ sa fonction caractéristique.

(a) On suppose que X admet un moment d’ordre n > 1. Montrer que ¢ est de classe
C™ et que pour tout entier 1 < k < n, on a ¢ (t) = i*E(X* exp(itX)). En déduire une
formule pour E(X*) & partir de la fonction caractéristique ¢.

(b) Réciproquement, on suppose que ¢ est deux fois dérivable en 0. En considérant

o(t) + o(—t) — 2
t2 ’

montrer que E(X?) = —¢"(0) < oo.

(c) Plus généralement, montrez que si ¢ est k fois dérivable en 0, alors X demet un
moment d’ordre 2L§J

(d) On définit la loi de probabilité

1
k>2

Montrer que la fonction caractéristique de v est derivable en 0. Une v.a. de loi v
admet-elle un moment d’ordre 1 ?

Solution: (a) On a d’abord

o) = [ ee(ax),
et de plus |(iX)ke!™X| = | X|* est intégrable pour 1 < k < n.
Donc on vérifie par récurence que ¢ € C* et que
o™ (t) = () E(X"e™).
Ainsi on a
E(X") = (=i)"¢(0).
(b) D’abord on a

i QO Ho(=t) -2 _

t—0 t2

¢"(0).
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De plus, par lemme de Fatou,

—¢"(0) = — lim inf o) + ﬁg_t) =2 >E (lim inf —2<1 — o8 tX))

t—0 t—0 t2
Donc E(X?) < oo et d’apres 1), E(X?) = —¢"(0).
(¢) On raisonne par récurence et on omet l'argument.

(d) Une v.a. de loi ¥ n’admet pas un moment d’ordre 1 :

1
E(X])=2¢) = oo
E>2

Pour la fonction caractéristique, on a

cos kt
¢(t) =2c 2ok

k>2

on a

0< 1—o(t) ZCZMS4CZM<4C(A+B)7

t tk2In k tk?Ink
> k>2
ol
A= oe =Y e
N Ink’ N tk2Ink’
k>2,kt<1 k>2,kt>1
Puisque
1 1
t 1 T |t i ode
—dr = —
/2 nz lnw2+/2 (Inx)?
T |t ¢ dx v da T |t 1 [ 1
< 2 < — Co+ = —d
_1nx’2+/2 (lnx)2+/€2 (lnx)Q_lnx2+ 0+2 , Inz ’
on a
| 2
/—dang——.
9 Inzx tint
Donc on a
t t o1
<A= — < — 4t —d
0 Z lnk:_lr12jL /2 mz
k>2,kt<1
2
=C't—— =0
Int



On a aussi

b1 @

1 1 * dx c’
= ’;tkﬂnk_ tlnt/L 2= T

=t

donc

lim L—¢(t)

t—0 t

=0

ainsi la fonction caractéristique de v est derivable en 0.

Exercice 7.

Soit (X, )n>1 une suite de v.a. réelles. On note ¢,(t) = ¢x, (t) pour simplifier, et on

suppose qu’il existe une fonction ¢ : R — C, continue en 0, telle que
Vit € R, ¢, (t) = ¢(t) lorsque n — oc.

(a) Prouver que pour tout a > 0 on a
2 1 [ [
P (\Xn| > a) < 5/_ (1 — Re(én(w)))du = 5/_ (1= o (u))du

(b) Montrer que pour tout € > 0, il existe u > 0 et ny € N tel que pour tout n > ng,

on a
1 u
— 1—0o,(t)|dt .
u/_u| bu(D)dE < ¢

(¢) En déduire que la suite (X,),>1 est tendue, c’est-a-dire que pour tout € > 0, il
existe a > 0 tel que

Vn > 1,P(|X,] > a) < 2e.

Solution: (a) On a évidemment

+ [ - Reu)du = [ 1o,

—a —a
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De plus, par Fubini, on a

1
5/ (1= 6 (u / / — )Py du = 2/ ( Smax) Py,
22/ (1——)dIP>Xn>2/ (1——>dIP>Xn
|Xx|>2 |ax] >2

—a

(b) En appliquant TCD et en utilisant la continuité de ¢.
(c) D’apres (a) et (b).

Exercice 8.

Répondez aux questions suivantes :

(a) Montrer, pour tout couple (X,Y’) de v.a., 'inégalité:
E(IXY]) < (B(X*)E(Y?))2.

(b) Soit n € N;n > 2. Montrer qu'il existe un entier p, ne dépendant que de n, tel que
la propriété suivante soit satisfaite: pour tout n—uplet de v.a. (Xi,---,X,), si pour tout
k <n,E(]Xg|Pr) < 0o, alors: E(| X1 X5 -+ X,,|) < 0.

(c) Soient Gy, Gy, -+ ,G,,n v.a. telles que, pour tout k, Gy soit une variable gaussienne

centrée de variance 0. Montrer qu'il existe ¢ > 0, dépendant de n, et des réels o7, k =

o £)

Solution: (a) En appliquant l'inégalité de Holder.

1,2,--- ,n, tel que:

(b) p, = 2"71, récurrence.
(c) I suffit de prendre € > 0 t.q. pour tout 1 <k <n, on a
1

EpPn < T‘Q-
k
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TD9.2 Semaine 9, Jeudi

Exercice 1.

Soit (X, )nen une suite de v.a. indépendantes de méme loi définie par:
P(X,=0=1—p,P(X,=1)=p, avec 0 < p < 1.

On pose

(a) Calculer E(S,),E(V,).
(b) Calculer Var(S,,), Var(V,) et Cov(S,, V,).
Solution: (a) Puisque E(X,,) = p et par 'indépendance des X,, on obtient que

E(Yn) = E<Xn)E<Xn+1) = p2.

Donc E(S,) = np, E(V,,) = np*.

(b) Par I'indépendance des X,,, Var(S,,) = nVar(X,,) = np(1 — p).

De plus, on a Var(V},) = iVar(Yi) +2 > Cov(Y;,Y)).

Pour j >i+1,onaY; etlelj sont indép;ilgéfges, donc Cov(Y;,Y;) = 0; pour j =i+1,
on & Cov(Y, Yiur) = B(X.X2, Xis) — b = p(1 — ).

Comme Var(Y;) = p*(1 — p?), on a Var(V},,) = np*(1 — p*) + 2(n — 1)p*(1 — p).

Enfin, Cov(Sy, Vo) = 3 Cov(X:,¥;) = S2Cov(X:, ¥;) + 3 Cov(Xi, Vi ).

On a Cov(X,,Y;) = EZ(’E}@) - E(Xi)]E(YSl: p2(1—p); C:;Q(Xi, Y;_)) = p*(1— p), done
Cov(S,, V) = (2n — 1)p*(1 — p).
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Exercice 2.

Sur un espace de probabilité (2, F,P) on se donne une suite (X,),>1 de v.a. de Bernoulli
de parametre p, (0 < p < 1), indépendantes.

(a) Soit A, = {w € Q: X, (w) # X,—1(w)},n > 2. Calculer P(A, N A,41) pour n > 2.
Donner une condition nécessaire et suffisante pour que les A,, soient indépendants.

(b) Soit v(w) = inf{n > 2:w € A,}, avec inf @ = +o00. Montrer que v est une v.a.
Quelle est sa loi 7 Montrer que P(v = +o00) = 0.

Solution: (a) A, N A,+1 = { X1 = Xor1m0x,21} U{ X1 = Xpn = 1, X, = 0}.
Donc P(A, N A1) = p*(1 —p) + p(1 — p)* = p(1 — p).

On a P(A,) = 2p(1 — p), donc si les A,, sont indépendants, on a

p(1—p) =P(A, N Apir) = P(A)P(Anyr) = 4p°(1 — p)?,

alors p = 3

1
Inversement, si p = 50 on montre par récurrence que les A, sont indépendants.

(b) P(v=n) = (1L —p)p" " + (1 —p)" 'p, donc

IP’(V:+OO):1—ZIP’(1/:7L):O.

n>2

Exercice 3.

Soient X; et X5 deux v.a. indépendantes de méme loi uniforme sur [0, 1]. Déterminer les
loi des v.a. U = min(X;, Xs) et V = max(X;, X»). En déduire les densités de probabilité
correspondantes. Que vaut E(|X; — X5|) ?

Solution: Pour ¢ € [0,1], on a
PU<t)=1-PU>t)=1-P(X; >t)P(Xa>t)=1—(1-1t)> =2t —¢%.
Donc la densité de U est 2(1 —t)xjo,1). Similairement,
P(V <t)=P(X; <t)P(Xy <t) =12,
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donc la densité de U est 2txjo1;. On a ainsi

E(|X1 — Xa|) = E(V — U) = E(V) — E(U) = /01 22t — /01 24(1 — t)dt — %

Exercice 4.

Soit (X1, X3) un couple de v.a. admettant la densité de probabilité

1 1
f(xl, xg) = ————€Xp (——(Z‘% — 2px1x2 + l’%)
21y/1 — p? 2(1 = p?)

oup € [0,1].

(a) Vérifier que f est une densité de probabilité sur R? et trouver les densités marginales

de X, et Xo. A quelle condition les v.a. X7 et X5 sont-elles indépendantes?
(b) On pose R = v/ X? 4+ X3 et ® € [0, 27[ définie par

X X
cosd = §1 ot sin® = =2,

Déterminer la densité du couple (R, ®) puis celle de ®.

Solution: (a) On vérifie que f est une densité:

g f(zq, x9)dzdas = /R </R f($1,$2)d.f1f1) dxy
SEsE

= 1.

On obtient du calcul si-dessus que les densités marginales de X; et X5 sont

(@) = (@) = \/12_7Texp (_%2> |

Donc X; et X5 sont indépendantes <= f(z1,22) = fx, (1) fx,(22) <= p=0.

(b) Soit F': R? — R, borélienne quelconque, puisque

drydxy = ‘M drdy = rdrdyp,

a(r, )
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on a

E[F(R,®)] = F(r, o) f(x1, z9)rdrde
R x[0,2n]
r r?(1 — pSiﬂQgp))
= F(r,p)——=exp | — drd
D T (-5 aree

Donc la densité de (R, ®) est

r ( r?(1 — psin2¢p)

= () e

Par intégration on obtient que la densité de @ est

1—p?
27(1 — psin2¢p)

X[0,27r] .

Exercice 5.

Soient (X,),>1 une suite de v.a. réelles indépendantes et de loi p et N une v.a. a valeurs
dans N indépendante de la suite (X,,),>1.
(a) On suppose que p est la loi de Bernoulli de parametre p €]0, 1] et que N suit la loi

de Poisson de parametre X\. On pose

et F =N — P, avec P=F =0 sur {N =0}.

i. Déterminer la loi du couple (P, N).

ii. En déduire les lois de P et F' et montrer que P et F' sont indépendantes.

(b) On ne fait plus d’hypothese sur les lois. Soit f : R — R, une fonction mesurable.

Montrer que

B (Z f<Xi>> ~B(N) [ fle)utaa).
avec éf(Xz) =0 sur {N =0}.

102



Solution: (a)i. P(P=0,N=0)=P(N=0)=c¢ > Pourn>1,0<k<mn,ona

_ oy _ ~ .\ 0 A -p)t
]P(P_k,N_n)_IP’(N_n)]P’<;Xi_k>_e AR e s

ii. Pour P, on a
P(P=k)=> P(P=kN=n)=c¢
n>k
D’apres i. on a

(Ap)" (A1 —p))'e™

P(P=kF=1)=PP=kN=Fk+[) = o

Donc

P(F=1)=Y (P =k F=0)= Me—m—m,
k>0 :

Ce qui donne

P(P=k F=1)=PP=FkPF=1),

donc P et F' sont indépendantes.

(b) On calcule directement :

E (Z f(Xz)) =K (Z Z f(Xi)X{Nn}>

n>1 i=1

-3 8 (3500 ) B

n>1

= " nE(f(X1))P(N = n) = E(N) /R f(z)p(dx).

n>1

Exercice 6.

On appele variable gamma de parametre a > 0 une variable a valeurs dans R, dont la loi
—tyra—1

admet la densité:

Pa) -
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(a) Soit Z, une v.a. gamma de parametre a. Calculer explicitement les moments entiers
E(Z7), en fonction de a et de n € N.

(b) Soient Z, et Z, deux variables gamma indépendantes de parametres a et b. Montrer

a a

que les variables et Z, + Z, sont indépendantes et expliciter la loi de

at Zp at Zb '
Solution: (a) On calcule par définition :

" © eftert ['(n+a)
E(Za):/o P =

(b) Par une calculation un peu lourde mais assez directe, on obtient que la densité de

Zq
la v.a. (m, Zy + Zb) est

flz,y) = W€_yya+b_1$a_l(1 — )" X0, xR, -
On observe donc que les v.a. n et Z, + Z, sont indépendantes et que la densité
a b
de la v.a. 7 ‘:Zb est

p(z) = %x“‘l(l — )" X,

Remarque: Une v.a. avec densité p(z) est dite une variable de Beta.

Exercice 7.

Soit h une densité de probabilité sur R et g une fonction réelle sur R telle que pour tout x
on ait 0 < g(z) < 1. On engendre une suite (Y,,,U,),n = 1,2,--- de couples indépendants
de v.a. réelles, tels que pour tout n > 1, Y,, et U, sont indépendantes. Les Y,, ont la méme
loi de densité h et les U, suivent la loi uniforme sur [0, 1]. Soit 7 le premier instant ol
Up < g(Y,), cest a dire: 7 = inf{n > 1: U, < g(Y,)} en posant 7 = +0o0 au cas ol
U, > g(Y,), pour tout n.

(a) Exprimer p = P(U, < ¢(Y,)) a l'aide de h et de g. Quelle est la loi de 7 en fonction
de p? Montrer que P(7 < 00) = 1.

104



(b) On prend X =Y,, (i.e. X =Y, pour 7 =n). Quelle est la loi de X7

Solution: (a) Comme Y,, et U, sont indépendantes, on a

P= / X{y<g(e)yh(@)dzdy = / g(z)h(z)dz.
Rx[0,1] R

Pour tout n > 1, puisque les (Y,,, U,,) sont indépendants, on a P(1 =n) = (1 — p)" !p.
Donc, pour conclure que P(7 < oo) = 1, il suffit de montrer que 0 < p < 0.

On a évidemment 0 < p < 1, si p =0, alors g(z)h(z) = 0 p.p. donc h(x) = 0 p.p. c’est
impossible car h est une densité. Similairement on a p # 1.

(b) Soit f: R — R, mesurable, on a

E(f(X))=E (Z fm)x{m})

k>1

= (1= ) E(f (Vi) X (v <o)

k>1

1
= - / f(@)Xy<g(yh(x)dady
Rx[0,1]

p
1
- / F(@)g(@)h()da

donc la densité de X est

g(x)h(x)
p(r) = 2N
p
Exercice 8.
Soient X1, X5,---, X, des v.a. indépendantes de méme loi exponentielle de parameétre

A > 0. On pose Sy =0 et pour tout k =1,2,--- ,n, S, = X1+ Xo+---+ Xj.
(a) Calculer la loi de (Sy,---,S,).
(b) Montrer que S,, admet la densité de probabilité

tn—l

fult) = Xt = 1)!X<o,+oo>(t)-

(¢) Que vaut la fonction caractéristique de S,,?
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(d) Calculer de deux manieres E(S,,) et Var(S,).
Solution: (a) La densité de (Sy,---,5,) est

f(sb s 7371) = )\neﬂ\S"X{ogslg---gsn}-

(b) D’apres (a) et par intégration.

(¢) Comme les X; sont indépendantes, on a

Oy () = ﬁ@xi(t) - <Af”)

(d) Comme les X; sont indépendantes et ont méme loi, on a

E(S,) = nE(X,) = g Var(S,) = nVar(X,) = %

Remarque: On peut aussi utiliser I'égalité E(X*) = (—i)*®*)(0), on a déja vu ca le
TD précédent.
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TD10.1 Semaine 10, Mardi

Exercice 1.

Soient X et Y deux v.a. gaussiennes (centrées réduites) indépendantes. Montrer que les

X+Y X-Y
v.a. et

VRN

1 =
Solution: La densité du couple (X,Y) est 5-¢ 3 posons
7r

soient indépendantes.

r+y u+v
u = €T =
V2o V2
xr—y u—v
v =

V2 G

on a dzdy = dudv. Soit f : R? — R mesurable, alors

2 72 2m

1 'u,2 U2
—e 3 dudov
27

Bt = [ 7 (5L g oy

R

= f(ua U)
RQ

X+Y X-Y 1
donc la densité du couple (U, V) = ( i >

u2+v2
, est —e™ 2 , donc U et V sont
V2 V2 2m

indépendantes.
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Exercice 2.

Soient X et Y deux v.a. réelles borneés. Démontrer que X et Y sont indépendantes si, et

seulement si:

Vk,l €N, E(X*Y') =EXME(Y?).

Solution: = : évident.

<= : On considere les fonction caractéristiques :

P(xvy(s,t) = E(exp(i(sX +tY)))

= E(exp(isX) exp(itY))

=((25%) (&)

(i)k+l$ktl -
k!
(i)kﬂsktl

_ k l
=> o E(XME(Y)
k>0

_ (Z (Z;) E(X’f)) (Z %E(Y’))

k>0 >0

E(X*Y")  (convergence garantie par bornitude)
k>0

= (I)X(S)(Dy(t)

donc X et Y sont indépendantes.

Exercice 3.

Soit (A;,)n>1 une suite d’événements sur un espace de probabilité (§2, F,P).

(a) Montrer que pour tout k,

P(ﬂAn) <£EP ,et]P’(UA>>sup]P’A)

n>k n>k nzk
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(b) En déduire les deux inégalités suivantes:
P(liminf A,,) < liminf P(A,,) et P(limsup A,,) > limsup P(A,,).
(c) Déterminer les quantités intervenant dans (b) lorsque
1 3 "
Q={-11}P({-1}) = ;,P({1}) = . Au = {(=1)"}.

Solution: (a)(b) Facile, on omet.
(¢) On a

, N impair

P(A,) =

, T pair

S Qo | =

Donc

1
liminf P(4,) = ) et limsupP(A,) = 3

n—00 n—00 4

On obtient facilement que

liminf A, = @ et limsup A,, = €,

n—0o0 n—00

donc

P(liminf A,) = 0 et P(limsup 4,,) = 1.

n—0o0 n—oo

Exercice 4.

Soit (X,)n>1 une suite de v.a. a valeurs dans N, indépendantes et de méme loi. Montrer

qu’on a les deux cas suivants:

Ou bien E(]X;]) < 1 et alors

P(lim sup{|X,,| > n}) =0,

n—o0

ou bien E(|X;|) =1 et alors

P(limsup{|X,| > n}) = 1.

n—oo
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Solution: Posons A,, := {|X,,| > n}.
Siona
00 >E(X1]) =) P(X1| >n) =) P(X.|>n)=> P4
n>1 n>1 n>1

alors par lemme de Borel-Cantelli, on a

P(limsup 4,,) =0

n—oo
Sion a
B0 = B4,

comme les A,, sont indépendants, on obtient du lemme de Borel-Cantelli que

P(limsup A4,,) =1

n—oo

Exercice 5.

Soit (X, )n>0 une suite de v.a. réelles positives, indépendantes et de méme loi définies sur
(Q, F,P).
(a) Montrer que p.s.

an:oo
n=0

sauf dans un cas a préciser.

(b) Montrer que pour tout a > 0 on a 1’équivalence suivante:
E(X) <00 < ZP(X > an) < 0.
n>0

Indication : On pourra montrer que

Zan]P’om<X<a(n+1 ) <E(X <Z (n+ 1)P(an < X < a(n+1)).

n>0 n>0
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En déduire la dichotomie suivante: p.s.

. 0 siE(X;) <o
limsup — =
" oo siE(X;) =00

Solution: (a) Si X,, = 0 p.s. on a clairement

f:Xn =0 p.s.
n=0

Sinon, il existe € > 0 t.q. P(X,, > ¢) > 0, donc

Y P(X,>e) =

n>0

Puisque les X, sont indépendantes, on obtient du lemme de Borel-Cantelli que

P(limsup{X,, > ¢}) = 1.

n— o0
Ce qui nous donne
Z X, = 00 p.s.
n=0
(b) En observant que
a(n+1)
/ XdP = / XdP
n>0
on obtient que
ZanPom<X<a(n+ <Z n+1DPlan < X <a(n+1))
n>0 n>0

qui implique que
aZ]P’(X >an) <E(X) < aZ]P’(X > an),
n>0 n>1

donc on a

E(X) < 0 <~ ZP(XZCW”L) < 00.

n>0
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D’apres lemme de Borel-Cantelli, on a

0, E(X)) < 0o
P(limsup{X,, > an}) = ;

1, ]E()CO = o0

comme « > 0 est arbitraire, on obtient que

' X, 0 siE(X)) <o
limsup — =
" oo si E(X;) = oc.

Exercice 6.

Soit (X,,),>1 une suite de v.a. indépendantes de méme loi de Bernoulli de parametre
p €]0,1].

(a) Montrer qu’il y a presque siirement une infinité de n tels que X,, = 1.

(b) Pour n € N, on définit I’événement A,, = {X,, = X,,;1 = -+ = Xo,_1 = 1}. Montrer
que p.s. il n’y a qu’un nombre fini de A,, qui sont réalisés.

(¢) Montrer qu’il en est de méme pour I’événement:
B, = {parmi X2, X,;24¢,- - , Xm41)2 il y am v.a. consécutives qui valent 1.}

Solution: (a) Le but n’est que de montrer que P(limsup A,,) = 1, c’est trivial par
lemme de Borel-Cantelli car les A,, sont indépendants et
DIRED S
n>1 n>1
(b) On voit facilement que P(A,) = p", donc
Y P(A,) = P <o,
L—p
n>1

par lemme de Borel-Cantelli on a P(limsup A,, = 0), c’est exactement ce qu’on veut.
(¢) On voit facilement que P(B,,) < (n+ 1)p" donc Y P(B,) < oo, le résultat est vrai

n>1
par lemme de Borel-Cantelli.
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TD10.2 Semaine 10, Jeudi

Exercice 1.

Soit (X;,1 < i < m) n variables indépendantes, telles que pour tout i, X; suit une loi

gaussienne N (m;, 0;). Montrer que

n

i=1
suit une loi gaussienne dont on donnera les parametres en fonction de (m;, 0;,1 < i < n).
Indication : On pourra s’aider des fonctions caractéristiques.

Solution: Comme les X sont indépendantes, on a

g, (t) = [ 2x, ()
k=1

= exp (itimk — gim%) )
k=1 k=1

donc on obtient que

Exercice 2.

Donner la loi de la somme de 2 variables indépendantes X et Y telles que X et Y suivent

des lois exponentielles.
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Solution: Supposons que les densités de X et Y sont
fx(@) =xe ™ Mxm,,  fr(y) = pe "z, -
Comme X et Y sont indépendantes, on a pour la densité de X + Y :

t
frear(t) = [ fxlalfult - a)do
0
t
= )\,ue”t/ e Ny,
0
si A = p, alors la densité de X +Y est
Fxav(t) = Ape M txr,
si A # u, alors la densité de X + Y est

[xav(t) = Aupe TaTa ®e

Exercice 3.

Soit (X;);>1 une famille de variables i.i.d. telles que pour tout 7, X; suit une loi exponen-

tielle. Donner la loi de min X; et max X;.

1<i<n 1<i<n

Solution: Supposons que (X;);>1 sont des variables i.i.d. de la loi exponentielle de

parametre A > 0. On donne les lois par les fonctions de répartition :

si x > 0, alors



et

Fuin(z)=1-P ( min X; > x)
1<i<n
=1—e,

et si x <0, on a Fa(z) = Fu(z) = 0.

Exercice 4.

Soit (X,,)n>1 une suite de v.a. indépendantes, et de méme loi de Bernoulli de parameétre

p €]0, 1[. On pose, pour tout n > 1, Y, = X,, X, 41 et

oS
k=1

Montrer que
Va
h .
n
Solution: On a déja vu (TD9.2 Exercice 1) que E(V},) = np? et que
Var(V,,) = p*(1 — p)(n + 3pn — 2p).

Donc on obtient que

V., 1.,V
IP’(——p2 >5> < —Var—
n € n
~ (1 =p)(n+ 3pn — 2p)
N n2e?

— 0.

Exercice 5.

Soit (X,,)n>1 une suite de v.a. indépendantes de méme loi uniforme sur [0, 1]. Posons

Sn = Xo.a)(Xe)

k=1
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et Z, =S, —na,n > 1, pour a € [0, 1].

(a) Montrer en utilisant l'identité de Markov que pour tout € > 0,

Constante
P(|Z,| > ne) < —
n

(b) Montrer que pour tout a € [0, 1],

R
lim EZX[o,a](Xk) =a, p.s.
k=1

n—o0

Solution: (a) Supposons que Y; = X[o,a)(X), alors E(Y;) =0 et

Ly = z”: Yi.
k=1

1
nict

P(|Z,| > ne) < ——E(ZY).

Puisque
E(Zy) =Y BV +3) EYE(Y}),
k=1 i#j
on obtient que
Constante

P(|Z,| > ne) < —
(b) Par (a) on observe que

e (|2

n
n
n>1

>8)§oo.

Donc, on déduit du lemme de Borel-Cantelli que

)
—|>e) =0,
n

comme ¢ est arbitraire, on a Z,, — 0 p.s. C’est exactement

P (lim sup

R
lim _ZX[O,a](Xk:> =a, p.s.

n—oo N,
k=1
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Exercice 6.

Soit a > 0, et soit, sur (2, F,P), (Z,,n > 1) une suite de v.a. indépendantes de loi donnée
par
PZ,=1)=n""etP(Z,=0)=1—-—n""

Montrer que Z, — 0 dans L' mais que, p.s.

1 sia<l1
limsup Z,, =
n—oo O

sia>1
Solution: Puisque

1
E(|Z.]) = a — 0,

on obtient que Z, — 0 dans L'. Soit A, := {Z, = 1}, les A,, sont indépendantes.

Sia > 1, alors on a

> P(A,) < 0,

n>1

donc par lemme de Borel-Cantelli, on a P(limsup A,,) = 0. Dans ce cas, on a

limsup Z, =0 p.s.

n—o0

Sia > 1, alors on a

> P(A,) = 0,
donc par lemme de Borel-Cantelli, on a P(limsup A,,) = 1. Dans ce cas, on a

limsup Z, =1 p.s.

n—o0

Exercice 7.

Soit (X,,),>1 une suite de v.a. indépendantes, et de méme loi de Bernoulli de parametre

p €]0,1]
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On note

3

=
[

Xk,nz 1

et S() = 0.
(a) Pour n € N, calculer P(S,, = 0).
(b) Etudier

Que peut-on en conclure?

Solution: (a) Si n est impair, alors P(S,, = 0) = 0. Si n est pair et n = 2m, alors
2m
P(S, =0) = (1 —p)™.
(Sn =0) (m)p (1-p)

(b) En utilisant la formule de Stirling, on obtient facilement que
2m 4m
m vmr’

;]P’(Sn:())<oo = p%%.

donc

1
Sip# 5» on implique le lemme de Borel-Cantelli et on obtient que p.s. {S,, = 0} pour
un nombre fini de n.
Sip= 57 On ne peut pas impliquer le lemme de Borel-Cantelli car les S,, ne sont pas

indépendantes, on ne sais pas que peut-on en conclure encore.
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TD11.1 Semaine 11, Mardi

Exercice 1.

Soit (X, )n>1 une suite de variable i.i.d. de loi exponentielle de parametre 1. Montrer que

lim sup —— =

1 ps.
n—oo  I0(N) b

Solution: Par lemme de Borel-Cantelli, pour tout 1 > ¢ > 0, on a

X 1
Pl -1 =
> (> 1+¢) = 5 am <4

n>1

Donc
X
P(limsup —~ >1+¢) =0
In(n)
On a aussi
X, 1
Zp(ln(n) = 1_5> - Z S
n>1 n>1
Donc
X
P(limsup— = >1—-¢) =1
In(n)
Donc




Exercice 2.

Soient g : R — R continue et X,, — X. Montrer que g(X,) = g(X).
Solution: Puisque g est continue, on peut montrer que pour tout M > 0 et ¢ > 0, il

existe n > 0 t.q.
Z| <My eR, |z —yl<n = |g(z) —g(y)| <e.
Fixons € > 0 et prenons M > 0 t.q.

P(|X|> M) <

DO ™

De plus, si X, R X, on prend N t.q.

n>N = P(X,—-X|>n) <

DO ™

Alors pour tout n > N, on a
P(lg(Xn) —9(X)| > ) < P( X[ > M) + P(IX] < M, | X, — X[ >1n)
< P(|X[ > M) +P(| X, — X[ >n)
<e€

donc g(X,) KR g9(X).

Exercice 3.

Soient (X,,)n>1, X des v.a. Montrer que

X, - X
XR5X<:>/1| L ap 0.
Q

+ X, — X|

Solution: Si Xn£>X, alors pour tout € > 0, on a
|Xn_X’
— AP < P(|X,, — X| < 1-P(X, — X| >
| Tt < (X, ~ X| <)+ 1-B(X, — X| >
<e+P(X,— X|>¢)
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donc

. ’XH_X|
lim su ————dP < g,Ve > 0,
p/Q 1+ X, — x| =

donc

’Xn—X’
——dP — 0.
/Ql+|Xn_X|

Inversement, si

|Xn_X|
—dP 0
/91+|Xn—X| =5

alors, pour tout € > 0, par I'inégalité de Markov, on a

| X, — X| L€
1+ X, —X|  1+¢

e Jol+|X, —X|

]P’(|Xn—X]>5)—IP’(

—0

donc X, ke

Exercice 4.

Etablir que pour toute fonction continue f : [0,1] — R :

1 1 1
linl/.../f(g“JrImL +xn>dx1---dxn:f<—>,
n—oo J, 0 n 2

. W\ ke o \n—k ﬁ _
7}13;0% (k)p (1—p)"*f (n> = f(p),p € 0,1].
Etablir que pour toute fonction réelle continue et bornée f définie sur R, :

JLI{}OZG_’\”%L')ICf <%) = f(\), A €]0, +oo].
k>0 )

Solution: Posons une suite de i.i.d. (X,,),>1 de la loi uniforme sur [0, 1], par la loi des

grands nombres, on a
X+ X, 1
e — % i

.S.
n 2 P
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Puisque f est continue, on a

f (—Xl +7;L' 'X"> - f <%) p.s.

Donc on obtient par TCD que

1 1 1
lim/.../f(:"lJ”CWL +x">dx1---dxn=f<—>.
n—oo J 0 n 2

Posons une suite de i.i.d. (Y,),>1 de loi de Bernoulli de parameétre p, alors on a

de plus par la loi des grands nombres, on a

Yi+---Y,
n

— pp.-s.

Puisque f est continue, on a

f<Y1_|_...Yn

n

) — f(p) ps.

Donc on obtient par TCD que

n

JE&; (Z)pk(l —p)" " f (%) = f(p),p €10,1].

Posons une suite de i.i.d. (Z,),>1 de loi de Poisson de parametre A, par la loi des grands

nombres, on a

1+ 2y,
— A p.s.
n

De plus, Z; + - - - + Z,, suive loi de Poisson de parametre nA\.

Puisque f est continue et bornée, on a

f (u) — f(\) ps.

n

Donc on obtient par TCD que

g&ze-*n%f (5) = f(\), A €]0, +oo].

k>0



Exercice 5.(Théoréeme d’approximation de Weierstrass)

Soit f :[0,1] — R continue, et soit S,, une v.a. de loi bindmial de parametres n et z. En
utilisant la formule

E(Z) =E(Zxa) + E(Zxac)

avec

2= -f(2) a= -

1= (1) (5) -

Solution: Comme f est une fonction continue définie sur un intervalle compact, elle

>0},

Montrer que

lim sup =0.

n—o0 0<z<1

est automatiquement bornée et uniformément continue. On prend M := || f|| et § > 0 t.q.

[z -yl <o = [f(z) - fy)| <e.

Alors, on a

n
— -z
n

E(Zxa) < &, E(Zxac) < 2MP <

> 5) :
Par définition, on a
& k
B(2) = 1) -3 ()£ (5 ) - o
—~ k n

- 5) < Var(S,) 1

comme

n22  4no?’

on obtient que

lim sup =0.

n—oo 0<z<1

1= (1)1 (3) -

Remarque: On a prouvé dans cet exercice le théoreme d’approximation de Weier-

strass, qui dit que toute fonction continue sur [0, 1] est approché uniformément par polynémes.
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Exercice 6.

Soit (X,,)n>1 une suite de v.a. indépendantes telles que pour tout n > 1,E(X?) < 1. On
suppose que
RS
Jim 7 2 B0 = m
k=1
et

o1
lim —
n—oo N

> Var(X) = 0.
k=1

(a) On pose

n

S > E(X).

n
k=1

1 n
(0]

Montrer que la suite

converge en probabilité vers 0.

(b) En déduire que
1 n
L2 N
n
k=1
converge en probabilité vers m.

Solution: (a) Pour tout € > 0, on a

nk:l

1 1 &
> 5) < 6—2Var (ﬁ ;Xk>
1 n
T 22 ZVar(Xk)
k=1

— 0.

(b) Posons

1 n
T 1= E;Xk,

pour tout € > 0, il existe N t.q.

€
n>N = \mn—m|<§.
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Alors, pour tout n > N, on a

P(|Z, —m| >¢) =P(|Z, — my, + my, —m| > ¢)
< P(|Z, — mp| + |mn, —m| > ¢)

€

<2 (ramml>3)

<P (o —mal >

— 0.

Exercice 7.
Soit (X,,)n>1 une suite de v.a. i.i.d. de loi de Bernoulli de parametre p €]0, 1. On pose

k=1

(a) Soit A > 0. Montrer que E(exp(\S,,)) = (1 —p+ pexp A)™.
(b) Soient A, e > 0 tels que p + ¢ < 1. En appliquant I'inégalité de Markov a la v.a.

exp (A&) ,
n

P (% —p> 5) < exp(nin(1 —p+pe%) —Ap+e)).

vérifier que

En déduire que
Sn
P (%= pe) < exp(nti(o + o).
n

ou pour tout = €]0, 1],

H(z) = zIn <%> —I—(l—x)ln(i:i).

(¢) Montrer que sur [0,1 — p[,x — H(x + p) est convexe, puis que pour tout = €

(0,1 —p), H(p + z) > 22% En déduire que pour tout & > 0,

P (% —p> 5) < exp(—2ne?).
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(d) Montrer que pour tout € > 0,

P (i —p< —s) < exp(—2ne?),
n

"

(e) En déduire la loi des grandes nombres pour des v.a. de Bernoulli indépendantes.

Solution: (a) On a d’abord S,, ~ B(n,p), donc

puis que

S
— =D
n

> 6) < 2exp(—2ne?).

n

E(exp(A5,) = 3 (Z’)pku _ prke

k=0

= (1—p+pet)™.

(b) Par 'inégalité de Markov, on a

P(%—pzs) ZP(% 2p+€)
—p (0 (22) 2 000+ )

< e*)‘(erE)E(eXp ()\S”)
n

= (L—p+pr)" e 20t
=exp(nin(l —p —|—pe%) —Ap+e)).

En prenant
p(l—p—c¢)

)

on obtient que

P (% - pe) <exp(—nH(p+¢)).

Remarque: Pourquoi cette valeur pour A 7

Réponse: on veut trouver la valeur minime pour l’expression

FA) == nn(l —p+per) — A(p+¢),
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I'annulation de la fonction dérivée f/'(A) = 0 donne

A
en
1 —p+pen
qui est équivalent a
A
p(l—p—eler =(p+e)(1—p),

et donc équivalent a

(1-p)p+e)
p(l—p—¢)

(c) Par des calculs concrets, on a H(p) =0, H'(p) =0 et

A=nln

1 1
H// —
(I) m+1—x

> 4.

Donc H est convexe et pour tout = € [0,1—p), H'(p+x) > 4x et donc H(p+x) > 222,

ainsi on a
Sn
P (— —p> 5> < exp(—2ne?).
n

(d) Posons X, =1-X; qui suive la loi de Bernoulli de parametre 1 — p et S =n-—2S,

les sommes partielles. On a

P(%—pg—g>:P<%—(1—p)ze>

< exp(—2ne?).

Donc

STL 2
— —p| > e | <2exp(—2ne’).
n

"

(e) Posons A, les événements

on a alors
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donc par lemme de Borel-Cantelli,

P(limsup 4,,) = 0,

n—oo
c’est-a-dire que

lim sup

Sn
— —p’ =0 p.s.
n

d’ou le résultat.
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TD11.2 Semaine 11, Jeudi

Exercice 1.

Considérons une suite (X,),>1 de v.a. t.q. X, suive une loi exponentielle de parametre
An. On suppose que A, — 0. Soit Z,, = X,, — | X,,]. Montrer que Z, converge en loi et
préciser sa limite.

Solution: On calcule les fonctions de répartition pour tout z € [0, 1]

1 —e Mn®
1—en

Comme A, — 0, on a F,,(z) — x, donc Z,, converge en loi vers la loi uniforme sur [0, 1].
Remarque: Rappelons qu'une suite (X,,),>1 de v.a. converge en loi vers X si et
seulement si la suite de leurs fonctions de répartition F), converge vers la fonction de

répartition F' de X en tout point ou F' est continue.
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Exercice 2.

Soit (X,,)n>1 une suite de v.a. a valeurs entieres t.q. X, suive la loi

«

an k-1
P(X, = k) (1--) k>1a>0.

n n

Xn . . .
Montrer que — converge en loi et préciser sa limite.
n

Solution: Encore, considérons les fonctions de répartition

Fue) =P (22 <o)

n

n . . . N
donc — converge en loi vers la loi exponentielle de parametre a.
n

Exercice 3.

Soit (X,)n>1 une suite de v.a. indépendeqntes t.q.

1 1
X s (1= 1) o
n

n

Commemt sont les convergences de la suite ?

Solution: On vérifier facilement que pour tout p € [1, 00, X, R g, donc X, Rt 0o et
X, i do. Mais X, ne converge pas p.s. vers dg. En effet, par lemme de Borel-Cantelli, on
peut montrer que

limsup X,, =1 ps.

n—oo
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Remarque: Un résumé:

X, x

/

X, % x

Exercice 4.

On définie, pour tout n € N, la fonction f,, sur R par:

1 —cos2nmz, x€]0,1]
fu(x) =
0, x ¢]0,1[.

Soit X, une v.a. de densité f,, montrer que la suite (X,,) converge en loi bien que la
suite de fonctions (f,,) ne converge pas.

Solution: On voit facilement que f,, ne converge pas. Mais si on calcule les fonctions

de répartition, on a pour tout x € [0, 1]

=z — [ cos(2nmt)dt

0

L.
=1 — ——sin(2nnz).
2nm

Donc on obtient que

Fo(z) = F(z) =2, 0<z<1,

donc X, converge en loi vers la loi uniforme sur [0, 1].
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Exercice 5.

Soient (X,,)n>1 €t (Yn)n>1 2 suites de v.a.

(a) On suppose que X,, converge en loi vers X et Y,, converge en probabilité vers 0.
Motrer que (X, +Y,,) converge en loi vers X.

(b) Donner un exemple : (X,),>1 et (Yn)n>1 convergent en loi mais (X, + Y,) ne
converge pas en loi.

Solution: (a) Soit € > 0. D’abord, il existe N t.q.

n>N = \Yn|<%p.s.

Alos, pour tout n > N, on a
P(|X, +Y, — X]| >5):P<\Xn+Yn—X| > e, |V < g)
<P (|Xn X[ Yl > e |Vl < %)

g]P’(|Xn—X|<%>

— 0.
(b) On prend
X, = do + 01
2
et on pose
X, n pair

—X,, n impair

Exercice 6.

Soit (X,)n>1 i.1.d. de fonction caractésitique v satisfant ¢'(0) = ip. Montrer que
1 n
n
k=1
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Solution: Posons

On a alors Z, — p en loi, comme p est constant, cette convergence est aussi en
probabilité.

Remarque: 1. X,, — X en loi si et seulement si ¢px, — ¢x en tout point.

2. La convergence en loi vers une constante est équivalent a la convergence en proba-

bilité vers cette constante.

Exercice 7.

Soient (X,)n>1 et (Ng)g>1 2 suites de v.a. t.q. les Ny sont a valeurs entieres strictement

positives et Ny £ 0. Montrer que

(a) Si X, P X et X,, sont indépendeqntes avec Ny, alors Xy, oy x.
(b) Si X, 2% X alors Xy, & X.
Solution: (a) Soit ¢, ¢ et @, les fonctions caractéristiques de X,,, X et Xy, , alors
Bi(t) = Y & (P(N; = j).
Jj>1
On a alors

[Bi(t) — G(1)] <Y ley(t) — S(1)[P(Ny = j).

7>1
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Fixons t, il suffit de montrer que
> 1e(t) = S(B)|P(N), = 5) — 0.
j>1

Soit € > 0. Puisque X; — X en loi, il existe J t.q. j > J = |¢;(t) — ¢(t)| < €. De

plus, comme N, Rt 00, il existe K t.q. k > K = P(N}, < J) < e. Alos pour tout k > K,

> 165(t) — o(t)P (Z Z) [6(t) = o()[P(Ny = 5)

Jjz=1 =1 j5=J

< 3e.

(b) On a pour tout € > 0

P(| Xy, — X| >¢) =P(|Xn, — X| > e, Ny >n) +P(| Xy, — X| >¢e, N, <n)
SP(U|X]-—X| >5> +P(N; < n),
j>n

donc

limsup P(| Xy, — X| > ¢) <limsupP (| X; — X| >¢) + hm P(Ny <n) =0,

k—o0 j—o0

d’ou le résultat.

Exercice 8.

Soit (X, )n>o 1.1.d. de fonction caractésitique ¢ et on définit (Y,,):

X X1 +Y( X, + Y,
Aoy Aith oy At e
2 2 2

Y, =

(a) Calculer la fonction caractésitique ¢,, de Y,, en fonction de ¢ et de n.
(b) On suppose que la loi commune des X, est la loi normale centrée N(0,0). Quelle

est la loi de Y,, 7 Quelle est la loi limite de Y,, ?
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(c) Si X,, suivent la loi de Cauchy de densité (w(1 + z?))~!, montrer que Y,, converge
en loi et préciser la limite.

Solution: (a) On peut vérifier par récurrence que

Pn(t) = ;ﬁiﬁf) <2nt+1) '

(b) Si X ~ N(0,0), alors,

Donc, d’apres (a)

o n+1 1

_ 0.9
¢n(t) = eXp ( 2t 4k>
k=1

0 1
~on (52 (- 7))
— ex (—gt2>

p 6 )
donc Y,, converge en loi vers N (0, %) .

(c) On admit que ¢(t) = e, alors

n(t) = exp (—!t\ :i 5
con (1))

— e_‘tl,
donc Y, converge la méme loi de Cauchy que Xj.

Remarque: Si on veut montrer que ¢(t) = eIl on a besoin de la connaisance sur
I’anal 1 I dre I'anné hai 1 1 ié
analyse complexe, on va 'apprendre ’année prochaine. Vous pouvez trouver le polycopié

du cours d’analyse complexe de Prof.J.Merker sur le site
http://www.imo.universite-paris-saclay.fr/~joel.merker/

Dans cette remarque on montre une formule plus générale:
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Théoreme Soient a > 0,b > 0, on a

etaz T _w

Démonstration: En appliquant le théoréme des résidus pour le contour dans la figure

suivante

on obtient qu’il suffit de montrer que

az
lim ———dz — 0.
R—oo T'r 22 + b2

Posons z = Re avec 0 €]0, 7|, on a dz = iRe?df, donc

J,

1az R 7 .
dz S m /e_aRsmedQ — 0.
0

22 4 b2
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TD12.1 Semaine 12, Mardi

Exercice 1.

Soit (Up)p>1 id.d. de la loi uniforme sur [0,1]. On pose, pour tout n > 1, X, =

max(Uy, -+, U,). Montrer que X, £,

Solution: Pour tout € > 0, on a
P(lz, —1]>¢)=P(X, <1—¢)+P(X, >1+¢)

ﬁ PU;<1—-¢)40

Exercice 2.

Soit (X,,)n>1 1.1.d. de loi de Poisson de parametre A > 0.
(a) Quelle est la loi de X7 +---+ X, 7 Que vaut P(X; +---+ X, <n)?

(b) Utiliser le théoréeme central limite pour montrer que

. o “nk 1
et Gy

Solution: (a) En calculant les fonctions caractéristique, on obtient que X + - - -
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suive la loi de Poisson de parametre n\. Donc

P(X, 4+ X, <n) = (”k') e,

(b) Posons S, = X1 + -+ X, comme E(X;) = A\, Var(X;) = A, par théoreme central

limite on a

Sn_n)\ lot
-~ A N(0,1
—~ (0,1)
donc

S, — nA
Pl —<0]) —
< vnh )

N | —

Mais, si on prend A =1, on a

S, — nA
Pl —<0) =P(S, <nA
( — _) ( )

d’ou le résultat.

Exercice 3.

Soit (X,,)p>1 1.1.d. de la loi uniforme sur [0, 1].

(a) Pour tout n > 1, on pose Y,, = Xy,11 — X2,. Montrer que la suite

1
(Vi V)

NZD
converge en loi et trouver la loi limite.

(b) On définit Z, = (X;Xs--- X,)n. La suite (Z,) converge-t-elle 7 En quel sens ?

Quelle est la limite ?

On pose maintenant

S|
>
IA

3
I
—_
§<
Vv
S =3 e
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(c) Montrer que (7},) converge en probabilité et trouver sa limite.
(d) Vérifier que
Z]P’(|Tnz —1] > ¢) < 00, Ve > 0.

n>1
En déduire la convergence presque sure de la suite (7},2).

Solution: (a) D’abord Y,, sont des i.i.d. avec E(Y,,) = E(Xa,41) — E(X2,) =0 et

E(YQ) = E(X22n+1 + X22n — 2Xon11X2)

n

= 2E(X7) — 2(E(X,,))*

1 1 2
:Z/xde—Z /xdx
0 0

B 1
=
Par théoreme central limite, on a

N RN L vl

\/ﬁ 1 n Y 6 *

(b) On a d’abord

1n
nZ, == InXg,
nzo= 13,

k=1

on veut étudier la comportement de In Z,,, pour ¢a, on calcule:

1

E(ln X;) —/lnxdx

[e=]

= (zlnz — z)|;
=—1.
Donc par la loi forte des grands nombres, In Z, 23 —1, donc

S.

zZ, %

CBlH
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(c) On vérifie facilement que

donc pour € > 0, on a

Donc T, £,

(d) On a

par lemme de Borel-Cantelli, T2 =5 1.

Exercice 4.(Lois stables)

On dit qu’une v.a. X suit une loi stable s’il existe des constantes a,, > 0,b,, € R t.q. pour

toutes i.i.d. Xy, -+, X,, de méme loi que X,ona X;+---+ X,, ~a,X + B,.
(a) Montrer que les lois gassiennes centrées et les lois de Cauchy sont stables.

(b) Calculer a,, et b, lorsque X suit une loi stable de variance finie 02, en déduire que
les seules lois stables de variance finie sont les loi gaussiennes.

Solution: (a) Si X ~ N(0,0?), on montre en calculant la fonction caractéristique que
X1+ -+ X, ~v/nX.

Si Y suit la loi de Cauchy de parametre ¢ > 0, alors on montre en calculant la fonction
caractéristique que Y; +--- 4+ Y, ~ nY.
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(b) On a

donc a,, = v/n, b, = (n—+/n)E(X). On applique le théoréme central limite et on obtient
que
1 [
ﬁ(xl +o+ X, —nE(X)) 2 N0, 0?).
Mais on a aussi

%(X1+...+Xn—nﬂz(x)) ~ X - E(X),

donc X ~ N(E(X),0?).

Exercice 5.

Soient (X,,),>1 i.i.d. centrées de variance o2, de fonction caractérisitique ®. On pose S,, =
X1+ -+ -+ X,,. On définit aussi la suite (IVi)r>1 de v.a. indépendeqntes et indépendeqntes

de (X,,) t.q. Ny suit la loi de Poisson de parametre k. Pour tout k& > 1, on pose

Sn,
) Nk? 7£O7

7, = { VNk
X1, N, = 0.

(a) Exprimer la fonction caractésitique ®; de Z en fonction de ®. Qu’advient-il si X;
est une gaussienne ?

(b) Montrer que pour tout ¢t € R,

o()-m(2)

En déduire que (Zj) converge en loi vers une v.a. que l'on précisera.
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Solution: (a) On a

et donc
(b) Puisque
on obtient que

o()-(2)

Puis on vérifie directement que

donc Z, % N(0,02).
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TD12.2 Semaine 12, Jeudi

Exercice 1.

Soit (X, )n>1 des v.a. de fonction de répartition F,.

1
P(x-7)-1
n

(Xp)n>1 converge-t-elle? En quels sens? Vers quelle limite? (F,(z)),>1 converge-t-elle

(a) On suppose que

pour tout x € R?
(b) On suppose que P(X,, =n) = 1. (F,) tend-elle vers une fonction de répartition?

Solution: (a) Posons

alors F}, converge vers F' sauf en x = 0. De plus, on vérifie aussi que X,, — 0 p.s.; dans
IL? et donc en probabilité et en loi.

(b) Non, dans ce-cas la, F,, converge vers ( mais ce n’est pas une fonction de répartition.

Exercice 2.

Soit (X,,)n>1 une suite de v.a. indépendantes de méme loi de fonction caractéristique ®.

On suppose que E(X?) < co. Posons Y, = (—1)"X,,.
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(a) Quelle est la fonction caractéristique de Y,,? Quelle condition faut-il imposer a la
loi de X, pour que (Y;,) converge en loi?

(b) Quelle condition faut-il imposer a la loi de X, pour que (Y;,) converge en probabilité?

(c) On pose
Sn = ZX2kaTn = ZX2k+1
k=1 k=1
et
Sn
V)= —,
T,

on remarque que P(7,, = 0) = 0. Que pouvez-vous dire du comportement asymptotique
de (V,)? (On traitera en premier lieu le cas E(X;) # 0.)

Solution: (a) @y, (t) = ®((—1)"t). Donc (Y;,) converge en loi s.s.i. ®(—t) = P(t) s.s.i.
la loi de X,, est symmétrique.

(b) Si (Y,) converge en probabilité, on a alors P(|Y, 11 — Y,| > ¢) — 0,Ve > 0, donc
P(| X, + X,41| > €) = 0,Ve > 0. Donc P(| X, + X111 > ¢) =0,Ve > 0,ie. X;,+X,,01 =0
p.s. Comme X,, sont des i.i.d., on conclut que X,, =0 p.s.

(c) Si E(Xy) # 0, alors par la loi des grands nombres on a

done V, 23 1.

Si E(X;) = 0, notons 02 := E(X?) < co. Par le théoréme central limite, on a alors

S

no

T,
vVno?

On traitera d’abord le cas 0% # 0, dans ce cas,

% N(0,1), % N(0, 1).

2

o
v, 3

NI W

ou S, T sont des i.i.d. de loi N(0,1).

Si 02 =0, on a alors X; = 0 p.s. C’est un cas ennuyant.
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Exercice 3.

Soit (X,)n>1 une suite de v.a. indépendantes, X,, étant de fonction de répartition donnée

par
0, z <0
Fy(z) = 1
1-— , >0
r+n
On pose
Sn = Xk
k=1
et puis
Sh,
Y,=—.
n

Montrer que (X,,) converge en probabilité vers 0, mais pas la suite (Y,,).

Solution: Pour tout € > 0, on a

P(|X,| >¢) = — 0.

n—+e

Donc (X,,) converge vers 0. Mais pour (Y,,), on a

P(|Y,] > ¢) > P(max(Xy, -+, X,) > ne)

zl—ﬁIP’(Xi < ne)

=1

()

1
—>1—exp(—1+ )
€

> 0,

donc la suite (Y,) ne converge pas en probabilité vers 0.
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Exercice 4.

Soit b > 0 et soit (X, ),>1 une suite de v.a. indépendantes de la méme loi gamma de

parametre b. On pose S, = X1 +--- + X,,.

%)
"/ p>1

converge p.s. vers un réel ¢ que l'on précisera.

(G

converge en loi vers une loi limite que 'on précisera.

(a) Montrer que la suite
(b) Montrer que la suite

(¢) Montrer que la suite

converge en loi vers une loi limite que ’on précisera.

().

converge en loi vers une loi limite que 'on précisera. Plus généralement, si on a une

(d) Montrer que la suite

fonction f: Rsq — Rsq de classe C'', montrer que la suite

()=o),

converge en loi vers une loi limite que I'on précisera.
Solution: (a) Par la loi des grands nombres on a

S b L
SUE S D¢ iy L dt
n 2 F(b/ ‘

0

T(b+ 1)
T(0)

=b.
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(b) On a

12t e tdr

}1
= —
0\8

E/\

F(b)
=b(b+1).
Donc Var(X;) = E(X?) — E(X;)? = b. Par le théoréme central limite, on a

vn (% _ b) 2L A0, ).

(c) Puisque la fonction g(z) := 22 est continue sur R, d’apres (b), on a

n (& - b>2 % g(N(0,B)).

(d) On a :
5y
A{0(3)-m)-we(3 ) L)L
f (%;)bﬂb) o
donc '

Exercice 5.

Soit a € R. On considere ’équation différentielle

y'(t) =ay(t),t € R. (1)
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(a) Montrer que y(t) = ce™ est une solution pour tout ¢ € R.
(b) Montrer que toute solution de (m) est de cette forme.
(c) Soit yo € R. Montrer qu’il existe une unique solution de (lﬂ) t.q. y(0) = yo.

Soit maintenant f € C(R,R). On considere I’équation différentielle

'(t) = ay(t) + f(t
y'(t) =ay(t) + f(t) o)

y(0) = yo

(d) Trouver toutes les fonctions c¢(t) telles que ¢(t)e® est une solution de (E) En déduire

que toute solution de (E) satisfait I'identité

t
y(t) = e"yo + /e“(t_s)f(s)ds.
0

Réciproquement, montrer que cette fonction est solution de (E)

(e) Trouver 'unique solution de

y'(t) = 5y(t) =€, y(0)=T.

Pour a € C(R,R) et f € C(R,R), on considere finalement I’équation différentielle

y'(t) = a(t)y(t) + f(1)

y(0) = yo

(3)

(f) Déterminer ’ensemble des solutions de 1’équation 3/ (t) = a(t)y(t).

(g) Montrer que I’équation (B) admet une unique solution, qu’on exprimera sous une
forme intégrale explicite.

Solution: (a) y/(t) = ace™ = ay(t).

(b) On l'omet.

(¢) L’unique solution est y(t) = yoe.

(d) On l'omet.
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(e) y(t) = 8e — €.

(f) Les solutions sont

t
y(t) = cexp —/a(s)ds ,c€R.
0

(g) L’unique solution est

t t

y(t) = exp —/a(s)ds : y0+/exp —/sa(w)dw ds

0 0
Exercice 6.

On considere I’équation différentielle (E)
(a) Vrai ou faux: si f(t) est T-périodique alors les solutions y(t) de (E) sont T-périodique
aussl.
(b) Dans le cas o a < 0, montrer que si tli{& f(t) = L, ou L € R, alors toute solution
y(t) de (E) satisfait
lim y(t) = L

t—o0 |CL| ’
Solution: (a) Faux! Par exemple on prend f(t) = 0.
(b) Pour tout € > 0, il existe Ny t.q. t > Ng = |f(t) — L| < e. Alors,

t

a/_Mf / / e f(s

0

No
e / e f(s)ds = 0
0

et on a aussi
t

a/ —an( )dS<L+€(€_at—€_aNO>.

—a
No
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Donc on a

No

L L
y(t) S 6at y0+/6—a5f(s)ds+ie—aNo o +€’
a a

0

ainsi pour tout € > 0 on a

L
limsup y(t) < ————,
a
donc
L
lim sup y(t) < =
|al
de méme facon on peut montrer que
L
liminf y(t) > —,
lal
donc
li t) = —
Amy®) =1
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TD13.1 Semaine 13,

Exercice 1.

Résoudre les équations différentielles suivantes.

<a>y'<t>—tf_1 (t) = 0.

(b) y'(t) = y()(() 1),t>0,y(1) = 3.
(c) y'(t) = ( (t) +3t)° = 3,t e R,y(1) = 3.
(d) (2 = 1)y'(t) + 2ty(t) = 0.

(e) y(t)(1 — )y (t) = ty(t)> — sint cost.

Mardi

Solution: (a) Les solutions sont les fonctions qu’on décrit comme suivant:

Sur chaque intervalle I; parmis les 2 suivants: I} =] — oo, —1[, Iy =] — 1, 400, il existe

une constante C; € R t.q.
y(t) = Ci

t—1
t+1

(b) S’il existe un point ¢y t.q. y(tp) = 1, alors par 'unicité de solution, y(t) = 1. Clest

pas possible car y(1) = 3.

Maintenant on suppose que y(t) > 1 pour tout ¢ > 0. On a alors

(111 M

y(t)

donc il existe une constante 0 < C' < 1 t.q.

!

2’

U1y (1)
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on conclut que

1

N
1—Cexp (—;)

2
Comme y(1) = 3 on trouve que C = g.

y(t) =

(c) On pose g(t) := y(t) + 3t, on a alors ¢'(t) = g(t)* et g(1) = 6.
Une observation est que g(t) > 0 pour tout ¢ > 0. Sinon, il existe un point ¢y t.q.
g(to) = 0, alors par l'unicité de solution, g(t) = 0. C’est pas possible car g(1) = 6.

Une autre observation est que

<g<1>2>/ - —;(g’)g’f) -

donc
L 26+ C
g(t)
Comme ¢(1) =6 on a C' = — et donc
1
g(t) = ,
73
— — 2t
36
et donc
) ! 3¢
y(t) = —
73
— — 2t
36

Il faut attention que cette solution n’est pas globale: son intervalle maximal est | — 2 75
(d) Les solutions sont les fonctions qu’on décrit comme suivant:

Sur chaque intervalle I; parmis les 3 suivants: I} =] —oo, —1[, I =] —1,1[, I3 =]1, +0o0],

il existe une constante C; € R t.q.

Ci

S V()
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(e) On a
(1 =)y(t)?) =201 — )y (t)y(t) — 2ty(t)*

= —sin 2¢
donc
(1 —tHy(t)? = —sin’t + C
i.e.
C —sin’t
t) = £y ————

Si on cherche une solution globale (sur R), alors pour que y soit continue en ¢t = +1, il
faut que C' = sin? 1. Mais dans ce cas y(t) n’est pas bien définie sur | — oo, —1[ et ]1, ool
Donc le but d’y trouver une solution globale est un luxe.

Les solutions sont les fonctions qu’on décrit comme suivant:

Sur chaque intervalle I; parmis les 3 suivants: I} =] —oo, —1[, I =] —1,1[, I3 =]1, +o0],
il existe une constante C; € R t.q.

o)== S

Pour que la solution soit bien définie, il faut que C} < 0,Cy > 1 et C3 < 0.

Exercice 2.

Trouver toutes les solutions des équations différentielles suivantes
(a) 3y'(t) +4y(t) =4t +1
(b) y/(t) = y(t) + 2 cos(3t)
(c) y'(t) + 5y(t) = 2¢* — t et y(0) = 0.
Solution: (a) Résoudre d’abord I’équation homogene 3y/(t) + 4y(t) = 0, les solutions

sont:

y(t) = Cexp (—%t) ,C eR.
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1
On observe que la fonction yo(t) = t — 5 est une solution pour I’équation originale,

donc les solutions sont:

y(t):t—%jLC’exp (—gt),CER.

(b) En cherchant une solution de forme y(t) = Acos(3t) + Bsin(3t) on trouve une

3
solution particuliere avec A = — et B= £ Donc les solutions sont
1 3 . ;
y(t) = 5 cos(3t) + 5 sin(3t) + Ce’,C € R.
(c) Les solutions sont

9 9 9
H=t)——t+—+Ce® CeR.
y(t) = 5t = gt + s HCe 7L C €

9
Pui = = ——.
uisque y(0) =0, on a C' ToF

Exercice 3.

Résoudre les équations différentielles suivantes.

(a) ty/(t) + 2y(t) = 4¢*,t > 0,y(1) = 2.

, y(t 1
O v+ =L oym=1
Solution: (a) On a (t?y(t)) = t*y/'(t) + 2ty(t) = 4¢3, donc t?y(t) = t* + C,C € R,

comme y(1) =2, ona C =1, donc

(b) La solution est
1 3 1
yt) =—-1—-+ J €XP (—) :
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Exercice 4.

On considere une équation différentielle générale de la forme

vio=r (")

avec f : I — R continue, ou I est un intervalle de R. Indiquer comment résoudre
ce probleme en utilisant le changement d’inconnue y(t) = tu(t). Résoudre les équations

différentielles suivantes

2 2
Yy +ty —t
(a) ¥ = —
(b) ¢ = y+r1_ exp y+1
t+2 t+2
Solution: Posons y(t) = tu(t), alors ¢y = u + tu’ = f(u), donc
u = f(u) — u.

t
() Onawu+tu =u?>+u—1 = tu = u? — 1. Résoudre d’abord 1’équation sur
I'\ {0}, qui est soit un intervalle, soit I'union de deux intervalles (on vera que les solutions
s’étendent automatiquement en 0). Sur chaque intervalle, on a

, ut—1
u = ,
t

Les solutions constantes u = 41 donne les solutions y = +t¢. Par 'unicité de solution,

on suppose maintenant que u(t) # £1,Vt € I. Alors
u—1\" 2
In = -,

u—+1 t

1+ ct?

ce qui donne

Quelles valeurs pour ¢ sont possibles? Cela dépend de 'intervalle.
(b) Résoudre d’abord I'équation sur I \ {—2}, qui est soit un intervalle, soit I'union de
deux intervalles. Sur chaque intervalle, posons ¢(t) = y(t) + 1 = (¢t + 2)u(t), alors on a

(t+2)u' = —e*, donc u = —Inlnc|t + 2|, ot ¢ € R une constante.
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Attention: il faut que c|t + 2| > 1 sur U'intervalle pour que la solution soit bien définie.
Donc ce n’est possible d’avoir une solution que pour les intervalles I tels que la distance

entre —2 et [ est strictement positive: d(—2,1) > 0.

Exercice 5.

(a) L’équation de Bernoulli est de la forme

Y (t) = a(t)y(t)™ + b(t)y(t),

avec a et b continues sur un intervalle I. On cherche des solutions> 0. On effectue le
changement de variable z = y'=® qui raméne a une équation linéaire en z.

(b) L’équation de Riccati est

Y(t) = a(t)y(t)* + b(t)y(t) + c(t),

avec a et b continues sur l'intervalle /. Si I’on connait une solution ¥, de cette équation,

1 vérifie une équation

z = y — y, vérifie une équation de Bernoulli avec o = 2 et u = 2~
linéaire.

(c) Trouver toutes les solutions, sur les intervalles inclus dans R.g, des équations dif-
férentielles suivantes

2ty +y + 3t%y* = 0,

Yy =ty 4ty + 1,
en cherchant une solution particuliere de la deuxiéme sous la forme y(t) = —t".
Solution: (a) On a

d=1-ay™y
=(1—-a)a(t)+ (1 —a)b(t)z
(b) On a
Yy =at)(z" +yi + 2211) + 0(t) (2 + w1) + (1),
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donc 2’ = a(t)z* + (2a(t)y; + b(t))z. Alors on a

Z/

u = = —a(t) — (2a(t)y, + b(t))u.

22
(¢) Pour I’équation différentielle
2ty + 1y + 3t*y* = 0,

S’il existe un point ou y s’annule, alors y(t) = 0 par I'unicité de solution (car t € R.).

Sinon, posons z = y~!, alors

vz 2 2t
Donc z(t) = t? + Cv/t,C € R, ainsi
1
O P —

Pour I’équation différentielle
2y =t2? +ty + 1,
comme y;(t) = t~! est une solution particuliére, posons z = y — ¥, alors
Z =2z"— -2z,

c’est une équation de Bernoulli avec o = 2. Comme 'équation différentielle précédente,

on cherche les solutions non nulles donc on suppose z(t) # 0,Vt. On pose u = 271, alors

Les solutions sont u(t) = Ct — tlnt,C € R. Donc

1 1
YW= e —mn T
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Exercice 6.

Montrer que la fonction

\/HSin(%), £ 0

0, t=0

ft,x) =

est continue sur R?, qu’elle est C' en x pour tout ¢ fixé mais n’est pas localement

lipschitzienne en .
Solution: Elle est évidemment continue sur {¢ # 0}, pour montrer qu’elle est continue

en point (0, ), il suffit d’observer que

Pour tout t fixé, elle est évidemment C* en x.

Pour =z = g|t|, on a

|f(t70) —f(t,l’)| — m
(,0) = (t2)l 24/

lorsque t — 0, donc f n’est pas localement lipschitzienne en .

—0
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TD13.2 Semaine 13, Jeudi

Exercice 1.(Condensateur)

Chargeant un condensateur est décrit par I’équation différentielle

RQ () + 5Q(0) = Vo,

ot Q(t) est le charge du condensateur, C' la capacité éléctrique, V; la tension éléctrique
donnée et R la résistance. Supposons que le condensateur n’est pas chargé en t = 0,
déterminer Q(t). Qu’est-ce qu’on peut dire lorsque t — 00?

Solution: On voit facilement que

Q) = V4 (1 —exp <-%)) .

Donc Q(t) — CV; lorsque t — oo.

Exercice 2.

Faire une investigation sur l'unicité de I’équation différentielle

tv—y,y <0.

Montrer que le probléme avec valeur initiale y(0) = yo posseéde une unique solution

pour tout yp € R.
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Indication: Si y(t) est une solution, alors —y(t) est aussi une solution et y(—t) est
encore une solution, donc il suffit de considérer le cas ou yo > 0 et t > 0.
Solution: Sous ces réstrictions, comme on a

/

2vi) ===,

I'unique solution avec y(0) = yq est

Exercice 3.
Résoudre le probleme avec valeur initiale suivant
Y (t) = "D sint, y(0) = yo.

Discuter le comportement différent des solution, dépendant de la valeur initiale yq.
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Indication: Siy(t) est une solution, alors y(—t) est aussi une solution et y(t+ 2nm) est
encore une solution.
Solution: Puisque e ¥y =sint, on a —e ¥ = —cost + C,C < —1. Puisque y(0) = ypo,

ona(C=1—e%. Donc

y = —1In(cost +e " —1).

On doit avoir cost 4+ 7% — 1 pour ¢t dans la domaine de définition de la solution!
Sie™¥ =2 ie. yo=—1In2 alors y(t) = —In(l+cost),t € ((2k—1)7, (2k+1)7), k € Z.
On a aussi y(t) — +oo lorsque t — (2k — 1)m ou t — (2k + 1)7.

Sie % > 2 ie. yy < —1In2, alors y(t) = —In(cost + e ¥ — 1) est une solution globale,

elle est périodique donc bornée.

Sie ¥ > 2 ie yp < —In2, alors y(f) = —In(cost + e % — 1) est définie sur les

intervalles (— arccos(1 — e~%), arccos(1 — e™%)) + 2km, k € Z.

Voici une illustration:

LYoV

:-— 2
\—/_\ - s "
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Exercice 4.
Pour chacun des probleme de Cauchy suivants, a-t-on existence et/ou unicité de la solution

dans un voisinage de 07 Si elle existe, déterminer la solution maximale

T=1+4y° 'y’=1+y2
y = Y @) y
y(0) =1 Ly(0) =
""" @
y(0) =1 [ 5(0) =0

Solution: (1) On a existence et unicité, la solution maximale est
T 3m ™
y:tan(t—i—Z),—Z <t<Z.
(2) (v*) =2(1+9*) = 1+4+y*=Ce* onaC =2 cary(0) = 1. Donc On a existence
et unicité, la solution maximale est

1.1
y(t) =v2e? —1,t > Eln 7

(3) et (4) Siy # 0, alors on a
2

(1) =207 -
Yy —3y 9—3‘

Si y(0) = 1, alors on a existence et unicité, la solution maximale est

Siy(0) = 0, alors on a existence mais on n’a pas unicité, par exemple, les deux suivantes

sont solutions ,
9\ 2z
+ (—t) t>0
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TD14.1 Semaine 14, Mardi

Exercice 1.

Les fonctions suivantes sont-elles lipschitziennes ou localement lipschitziennes en z, uni-
formément par rapport a t, sur les ouverts proposés?
() U=R xR, f(t,z) =
L) U =R xR, f(t,z) = \/m
() U=R xR, f(t,z) = sin(tz?)
(d) U=R xR, f(t,z) = In(1 + t?)|x|
(
(f

e) U=R xR? f(t,z) = (|Jz1 + 22, cos z3)
arctan x

t
Que peut-on en déduire concernant le probleme de Cauchy

) U =]0,1[xR, f(t,z) =

y'(t) = f(t,y(t))
y(to) = Yo, (to, v0) € U,

avec f l'une des fonctions étudiées ci-dessue?

Solution: On omet...

Exercice 2.(Lemme de Gronwall)

Le but de cet exercice est de montrer 'inégalité de Gronwall.
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(a) Soit f : [to,t1] — R une fonction continue, dérivable sur |to, t1[. Soit v : [to,t1] — R

une fonction L} telle que

loc

F1(t) < v(t)f(2), Vit € [to, ta].

Montrer que

F(1) < F(t) exp (/U(s)ds) Vit € [to,h].

to

(b) Soient C' € R, u, v : [ty,t;] — R deux fonctions continues avec v > 0 telles que

u(t) < C+ /u(s)v(s)ds,‘v’t € [to, t1].

to

u(t) < Cexp (/v(s)ds) ,Vt € [to, ).

to

Montrer que

Solution: (a) On observe que

(exp (/U(S)d8> f(t)) <0,

t

o(t) =C + /u(s)v(s)ds,

to

d’ou le résultat.

(b) Posons

ona ¢ (t) < g(t)v(t).

Alors, par (a), on a

o(t) < ¢(to) exp (/U(s)ds) ,

to

u(t) < Cexp (/U(s)ds) ,Vt € [to, t).

to

donc
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Exercice 3.

On considere le probleme de Cauchy

y'(t) = f(ty(t))
y(0) = o,

ol f: R x R" — R" est un champ globalement lipschitzien en y, uniformément par
rapport a t. Montrer que les solutions maximales sont globales.
Solution: Puisque f : R x R® — R” est un champ globalement lipschitzien en v,

uniformément par rapport a ¢, on a

[f(ty(t) — f(t o)l < Culy(t) — vol

Pour tout intervalle borné [T, T, on a f(t,yo) = Co(T).

On a donc q
V() = wol” = 20(t) = o, (£ y(1)))
< 2ly(t) — yol(Co(T) + Cily(t) — yol)
= (2C1 + D]y(t) — yol* + Co(T)%.
On obtient donc que y(t) est bornée sur [—T,T], donc par sortie des compacts, les

solutions maximales sont globales.

Exercice 4.

Soit f : RxR — R un champ satisfaisant les hypotheses du théoreme de Cauchy-Lipschitz,

et y, z définies et dérivables sur un ouvert I de R telles que

y'(t) < f(ty(1), 2'(t) = f(£, 2(1)).

On suppose que pour un certain ty € I, y(to) < z(to).

(a) Prouver que pour tout t € I N [to, +0o,y(t) < z(t).
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(b) Application: soit f : R x R — R de classe C! telle que f > 0. Montrer que la

solution maximale du probleme de Cauchy

y'(t) = y(t)* + f(t, y(t))
y(0) = yo > 0,

n’est pas globale.
Solution: (a) Posons h(t) = z(t) — y(t), alors h(tg) > 0.

S’il exists t; > to t.q. h(t;) = 0, on peut supposer que h > 0 sur [to, 1], alors

W(t) = f(t, 2(t) = f(t1,y(t2)) = 0.

Mais on a h > 0 sur [tg,t;[, donc A'(t;) < 0, contradiction!

(b) Posons z la solution de

2
alors y et z satisfaient les condition de (a), comme z "explose” en —, y y explose aussi,
Yo
on obtient que y n’est pas globale.

Exercice 5.

Soit f : R? — R une fonction de classe C*.
(a) On suppose que f vérifie Vt,Vx # 0,zf(t,z) < 0. Montrer que les solutions de
I’équation différentielle sont définies jusqu’a 400 et admettent une asymptote horizontale.
(b) On suppose maintenant que 1’équation est a variables séparables ie. f(t,z) =
g(z)h(t), avec g de classe C* et h de classe C°. On choisit deux zéros consécutifs z; < x5
de la fonction g. Et on choisit une condition initiale ¢y, yo, avec yo €]z, z2[. Montrer qu’alors
la solution maximale telle que y(ty) = yo est globale.

(c) Application:
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i. Résoudre explicitement I’équation y' = y(y — 1) cost.

ii. Montrer qu’aucune solution autre que les solutions constantes ne possede d’asymptote

horizontale. Peut-on raisonner sans utiliser la forme explicite des solutions?

iii. Dessiner l'allure générale des solutions, en distinguant suivant la position de y(0)

par rapport a 0 et 1.

Solution: (a) Pour montrer que les solutions sont globales, il suffit d’observer que
d o
=2ty <0

Cela implique aussi que la solution admet une asymptote horizontale.
(b) S’il existe t; t.q. y(t1) = o, alors par 'unicité, y = xs.

Donc on a y(t) € [z1,xs], cette solution est bornée, donc globale.

(¢)i. On a
,( 1 1)
Yy | —— — — ] = cost,
y—1 'y
donc on a
In v ’:sint+0,
)
donc il existe C' € R t.q.
—1 _
) _Cesmt’
)
donc
1
t) = ———.
y() 1_C€smt

ii. On voit clairement par la forme explicite de solution qu’elle n’a pas d’asymptote

horizontale sauf si elle est constante.
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iii. Voici une figure:

2

AxaN

Soit yo € R, et le probleme de Cauchy suivant, posé dans R x R :

Exercice 6.

y=@+1y-1),
y(O) = Yo,
(a) Si yo €] — 1, 1[, montrer que la solution maximale est globale, et converge vers F1
en +00.

(b) Montrer que si yo > 1, alors l'intervalle d’existence de la solution maximale est

borné supérieurement.
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Solution: (a) Si yo €] — 1,1[, alors par unicité de solution on peut montrer que
y(t) €] — 1, 1], la solution est donc bornée, elle est ainsi globale.

On a alors ¢y = (y + 1)(y — 1) < 0, donc y est décroissante.

Pour ¢t > 0, on a

%w 1?2 =20y + 12y — 1) < 20y — Dy + 1)%,

donc (y + 1)2 < (yo + 1)2e2w0—1t — 0 lorsque ¢ — oo, donc

lim y(t) = —1.
t—o0
Similairement,
lim y(t) = 1.
t——00

(b) On a y(t) > 0,doncy/ = (y+1)(y —1) > 0, y est croissante. Posons z =y —1> 0,

alors 2/ = z(z + 2) > 2%. Ceci implique que

donc

b
yo—1 ¢

I'intervalle d’existence de la solution maximale est donc borné supérieurement.

Exercice 7.
Pour gy € R, on s’intéresse au probleme de Cauchy suivant:

y' = siny(t), n

y(0) = wo,

(a) Montrer que le probleme (@) admet une unique solution maximale y. Montrer que

cette solution est globale. Montrer de plus que cette solution est de classe C*°.
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(b) Quelles sont les solutions comstantes de (@)7

(¢) On suppose que 0 < yo < 7. Montrer que

(i) Vt e R,0 < y(t) < ,

(i) lim y(t) = 0, lim y(t) = .

Solution: (a) Comme |y'| = |siny| < 1, la solution est bornée dans tout intervalle
borné, par sortie des compacts, la solution maximale est globale. La solution est clairement
de classe C°.

(b) y(t) = km, k € Z.

(c)(i) Par unicité de solution.

(ii) ¥’ = siny > 0 donc y est croissante, donc les limites existent. On a
= li t) <m.
=l <
Si ¢ < 7, alors y/(t) — sinc¢ > 0 lorsque t — co. Donc

Ve >0,3A,t > A = ¢/(t) > sinc —e.

Alors on a

m>y(t) —y(A) > (sinc—¢e)(t — A) — oo,

une contradiction! Donc lim y(t) = 7, similairement lim y(¢) = 0.
t—o0 t——00
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TD14.2 Semaine 14, Jeudi

Exercice 1.

On dit qu'une fonctione croissante p : [0,00[— [0, 0] avec p(0) = 0 est un module de

continuité. On dit qu'un module de continuité satisfait la condition d’Osgood si

0/1%00. (5)

On considere le probleme avec valeur initiale

y'(t) = f(tyt)),
y(to) = Yo,

ou f € C(U,R"), U C R™™ un ouvert contenant (ty,yo). Suppose que

|z —2) - (f(t,2) = f(£,2))] < Cla = 2|p(|x — z])

dans U avec p un module de continuité qui satisfait la condition d’Osgood (B) Montrer
que la solution de (B) est unique.
Solution: S’il y a 2 solutions y; et ys, soit t; > to t.q. |y1(t1) — y2(t1)] > 0. Posons
t:= sup {t:y:(t) =wa(t)}.
telto,t1]
Posons r = y; — v, alors
d

S < enlr),
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donc
t1

r(t1)

dr

400 = — <c | dt < 400,
J p(r)

t

une contradiction!

Exercice 2.

Soit a > —1. On considere le probleme de Cauchy

y = ylog(l+y),
y(0) = a,

On notera y,(t) la solution maximale de (H) définie sur I, =|T,, T.,/[C R.

a) Déterminer I'ensemble 2 C R sur lequel I'équation est définie.

) Trouver toutes les solutions constantes de (H)

) Montrer que les limites [ = lim, ya(t) existent et les calculer.
t—T;

(
(b
(¢) Montrer que, pour a # 0, la solution y,(¢) ne change pas de signe.
(d

(e) Déterminer T et tracer I'allure des solutions de (H)

Solution: (a) 2 =] —1,4o0].

(b) y = 0.

(c) Par unicité de solution.

(d) et (e) Sia >0, alorsy >0,y >0, donc T, = —o0 et ¥ — 0 losque t — —o0, donc
on a [; = 0. On va montrer que T,- = +o0 et 7 = +00. Si, par 'absurd, T,f < oo, alors

[T =+o0, on a

s

T dr ydt
e /Tlogmr) /ylog<1+y> n =00
a 0

une contradiction! Donc T, = +o0.
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Maintenant, si [j7 < 400, alors ¢y — 0 lorsque ¢ — 400, on a alors [ = 0, contradiction!
Donc I} = 4o0.

Si —1 < a < 0, alors —1 < y(f) < 0. Par un argument similaire, on obtient que
TF° = +o0,lf =0,T, > —o00,l; = —1.

Voici 'allure:

Exercice 3.

Donner les solutions de
v =y(ny)’,  y0) =y >1
pour 3 € R. Pour quelles valeurs de (3 les solutions "explosent”? Pour quelles valeurs
de (8 sont-elles globales?

Solution: S'il existe o t.q. y(tg) = 1, alors par unicité y = 1. Donc on peut supposer

que y(t) > 1,Vt.
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Posons z = Iny, alors 2’ = 2% et on a 2(t) > 0, Vt.
SiB=1,alorsInz =t+ Cy, donc z = Ce! et y = e est globale.
Si 8 #1,alors (217%) =1 — 3, donc 2277 = C + (1 — B)t. Comme 2z > 0, la solution

explosent.

Exercice 4.

Soit F': R™ — R de classe C?, et (tg,30) € R x R™. On considére le probléme de Cauchy

y(t) = =VFE(y(t)),

y(to) = a,

(8)

ou VF désigne le gradient de F. On suppose de plus que

lim F(x) = 4oc.

|z|—o00

(a) Montrer que (E) admet une unique solution maximale y(t) sur |t_,t,[.
(b) Montrer que la fonction t — F(y(t)) est décroissante. En déduire que ¢, = 400.

(¢) En considérant le cas

montrer que l'on peut avoir t_ > —oo.
Solution: (a) Cauchy-Lipschitz.
(b) On a
PP = VEW() /(1) = ~[VF] <0,

donc t — F(y(t)) est décroissante.

Par sortie des compacts, on a t, = +o0.

(c) On ay = —y° et donc y(t) = Va2 + 2t, alors
a2

t_=——> —00.
2
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Exercice 5.

On considere le probleme de Cauchy

(a) On note y,(t) la solution maximale de (g) définie sur I, =|T,, T./[C R.

i. Justifier I'existence et I'unicité de la solution maximale.

ii. Quelle est la solution pour a = 07

(b) On suppose que a > 0.

i. Montrer que y,(t) > 0 pour tout ¢ € I,.

ii. Montrer que y, est croissante. En déduire que y/(t)e ¥® > 1 — e~ pour tout
te1,N[0,+oo.

iii. Montrer que la solution n’est pas globale: T,” < +o0.

(¢) On suppose que a < 0.

i. Montrer que y,(t) < 0 pour tout t € I,,.

ii. Montrer que y, est décroissante. En déduire que a — t < y(t) < a pour tout
tel,N0,+ool.

iii. Montrer que la solution est globale.

(d) Tracer I'allure des solutions.

Solution: (a)i. Cauchy-Lipschitz.

ii. y=0.

(b)i. Sinon, il existe ty t.q. y.(to) = 0, alors par 'unicité y = 0, une contradiction.

ii. yi =e¥ —1>0 car y, > 0, donc y, est croissante. On en déduire que
Y (e =1 —e ¥ >1 eVt e I,N[0,+00].
iii. On déduire de l'exercice précédent que (e™¥®) < —(1 — e™), donc
0<e < —(1—et+e?,
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donc Ty < +o00.

(c)i. Similaire que (b)i.

ii. y, =e¥ —1<0 car y, < 0, donc y, est décroissante. Comme y' > —1 pour tout
t € I, N [0, 4o00[, on obtient que a — ¢t < y(t) < a pour tout t € 1, N[0, +ool.

iii. Sortie des compacts.

(d) Voici I'allure

Remarque: En effet, on peut donner directement les solution:

y(t) = —In(1 — Ce'),C € R.

Ces solutions satisfaient trivialement les propriétés montrées.
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Exercice 6.

Soit yo € R, On considére le probléme de Cauchy dans R?

(10)
y(to) = o,

ott f € C'(R) avec un nombre fini de points d’annulation z; < -+ < zy.

(a) Montrer que si x; < yo < x;41 alors la soution du () est globale. Montrer que les
limites [T = tgrinooy(t) existent et les calculer.

(b) On suppose que f(z) > 0 pour x > zx. Soit yg > Ty.

i. Montrer que la solution de () est définie sur | — oo, T, [.

ii. Montrer que T, < 0o s.s.i. 1 est L! en +oo.

(¢) Que peut on dire si f(x) < 0 pour x > zx? Que peut on dire si yo < x17

Solution: (a) Par unicité on peut montrer que x; < y(t) < x;41,Vt. Par sortie des
compacts, la solution est globale.

Comme f ne change pas de signe sur |z;, x;11[, y est monotone, donc les limites existent.
On voit facilement que y’ admet une limite en +o0o et puis la limite est 0, donc on a
I € {x;,zi1}. Si f > 0sur |oy, x|, alors [ = x;, I7 = x;41; Si f < 0 sur |x;, z;44], alors
I; =2, I = .

(b)i. On a y(t) > xy par unicité et donc 3y’ > 0, donc y est croissante. Par sortie des

compacts, elle est définie sur | — oo, T |.
ii. On a . .
o i B F ()
ro—a- fa- [
A A
a7
Y
= = | ——d
A/ @~ | 7@

1
donc Ty < 0o s.8.i. — est L' en +o0.

f
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1
(c) Si f(z) <0 pour x > zy, alors Ty = 400 et T > —00 s.8.1. 7 est L! en +oo.
1
Siyo < w et f(x) <0 pourz < xy,alorsT_ = —ocet T, <oossi — est L en —oo;

1
Siyo < w1 et f(z) >0 pour x < xy, alors T}, = —oo et T_ > —o0 s.5.i. — est L! en —oc.
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TD15.1 Semaine 15, Mardi

Exercice 1.
Soit a,b, c € R avec a # 0. On considere 1’équation
ay”" + by +cy=0 (11)
(a) Soit A € R. Montrer que y(t) = e* est une solution de () s.8.i. A est une solution
de I’équation
az’ +bz+c=0 (12)

b) Trouver la condition sur a,b, ¢ pour qu’on peut trouver A, Ao € R avec A\ # Ay et

(
y1(t) = Mt yy(t) = et sont solutions de ()
(

¢) Si la condition n’est pas satisfaite, donner deux olutions linéairement indépendantes

de ()

(d) Soit yo, 1 € R. Sous la condition de (b), montrer que le systeme

(

ay” + by +cy =0,
y(O) = Yo,

y'(0) = w1,

\

a une solution.
Solution: (a) Trivial.

(b) b* — 4ac > 0.
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(c) y1(t) = e cos(Bt), ya(t) = e sin(St) avec

b Vdac — b?
o= — 75 = .
2a 2a

At A2

(d) Dans ce cas, la solution est y(t) = c;e™! + cpe?2t avec

C1+ C2 = Yo
Aicr + Agca = 1

comme \; # Ao, la solution est unique.

Exercice 2.

Soit a,b, c € R avec a # 0. On considere I'équation

ay” (t) + by (t) + cy(t) = P(t)e

ou P un polynéme de degré d et v € R.

(13)

(a) Soit m € N. Montrer que l'ensemble E,, = {Q(t)e" : Q polynome de degré < m}

est un sous-e.v. de C*(R,R) et dim E,, = m + 1.

(b) On considere I'application

L:C®R,R) = C®(R,R),y(t) — ay”(t) + by (t) + cy(t).

Montrer que si v n’est pas une solution de (), alors L(E4) C Ey et L|g, est un

isomorphisme.

(c¢) En déduire, toujours sous I'hypothese que v n’est pas une solution de (), qu’il

existe une solution particuliere de (@) dans Ej.

Solution: (a) Trivial.

(b) C’est trivial que L(E4) C E4. Pour montrer qu'il est isomorphism, il suffit d’observer

que L préserve le degré.

(¢) L’existence d’une solution particuliére est un corollaire directe de (b).
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Exercice 3.

Trouver toutes les solutions des équations différentielles suivantes
(a) y'(t) +y/(t) — 2y(t) = te™"
(b) y"(t) +4y(t) = t*
(c) ¥"(t) = 2y'(t) + y(t) = sint.

Solution: (a) Les solutions sont

1 1
y(t) = €7t (Z_l - Et) + Clet + 0267%, Cl, Cg e R.
(b) Les solutions sont
1 1, .
y(t) = —§—gt +ClCOS2t+CQSHl2t,Cl,CQ € R.

(c) Les solutions sont

1
y(t) = 3 cost + Che' + Cyte', Cy,Cy € R.

Exercice 4.

On consideére 1’équation
y'(t) + PRy (t) + Q(t)y(t) =0 (14)

avec P, () : R — R continues.

(a) Réécrire 'équation () comme un systeme 2'(t) = A(t)z(t) d’ordre 1 en dim 2.

(b) Montrer que toute solution non identiquement nulle de () s’annule au plus un
nombre fini de fois dans chaque intervalle compact [a,b] C R.

(¢) Montrer que si uy, up sont deux solutions linéairement indépendantes de (@) alors
elles ne peuvent pas s’annuler dans un méme point.

(d) Montrer que les points d’annulations de u; et uy s’alternent, c¢’est-a-dire u; s’annule

exactement une fois entre deux zéros consécutifs de uo, et vice versa.
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Solution: (a) On omet.

(b) S’il y a un nombre infini de zéros, alors on prend ¢, un point d’adhérence de
I'ensemble des zéros. Alors on peut montrer que y(to) = 4/(to) = 0. Par unicité, y = 0.

(¢) On peut montrer que sinon leur Wronskian W = 0.

. cys Uy
(d) On raisone par ’absurde et on considére —.
Uz
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TD15.2 Semaine 15, Jeudi

Exercice 1.(Oscillateur Harmonique)
Soit ¢ € R,w,wy € R>p avec w # wy. On considere I'équation

Y+ wiy(t) = csin(wt), t € R.

Cette équation modélise le mouvement d’un corps attaché a un ressort élastique sous

l'action d’une force période de pulsation w, en l'absence de frottement; l'inconnue y(t)

représente la position du corps au moment ¢.
(a) Donner une solution particuliere de (@)

(b) Donner toutes les solutions de ()

(¢) Montrer que si w — wy alors sup |y(t)| — +o0o pour tout solution y de ()(Ce

teR
phénomene est appelé la résonance).

Solution: (a) Une solution particuliere:

(b) Les solutions sont:

y =y, + C1 coswpt + Cysinwpt, Ch, Cy € R.

(c) On a 'estimation

] /
sup |y(t)] > m — 012 + 022 — +00.
0

teR
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Exercice 2.

Soit w € R et g : R — R continue. On considere I’équation

y'(8) +wy(t) = g(t), (16)

(a) Ecrire équation () comme un systeme 2’ = Az + b d’ordre 1 en dimension 2.
(b) Remarquer que A(t) est constante. Calculer la matrice fondamontale R(s,t).
(c) Utiliser la formule générale

t

x(t) = R(t,to)x(to) + /R(t, s)b(s)ds

to
pour donner la solution générale de (), ou g reste inconnue.
(d) Expliciter dans le cas g(t) = e'. Comparer avec l'exercice 2, TD15.1.
Solution: (a) L’équation () est équivalent a ' = Ax + b avec

0 1 0
e=| 7], A= b=

y/ —CUZ 0 g
(b) On observe que A* = —w?I, donc

(t—s) = sinw(t—s)
cosw(t — s —sinw(t — s

R(t,s) = =94 = w

—wsinw(t —s) cosw(t — s)

(c) et (d) On omet.

Exercice 3.
Intégrer le system différentiel

v =tr+ (1 -y + (1 —1%)?

Yy =x—ty +t(1+12).
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Pour cela, on se propose de vérifier que: ¢t — (£,1) et t — (1 + 2 ¢) sont deux solu-
tions indéprndantes du systeme homogene associé et d’utiliser la méthode de variation des
constantes.

Solution: Les solutions sont

x(t) t 14 tt+

= ,Ol,CZGR.
y(t) 1t t—1t24 Cy

Exercice 4.

Soit € : Ry — R une fonction continue et inégrable. On considere I’équation
y'+ (1 +0)y=0.

On suppose que y(t) est une solution de cette équation définie sur R,. On pose
t

g(t) =y(t) + /Q(S)y(s) sin(t — s)ds.
(a) Vérifier que ¢" + g = 0.

(b) En déduire qu’il existe A > 0 t.q.

y(t) < A+ / 10(s)y(s)|ds.

(c) Montrer que y est bornée.

Solution: (a) On a

et puis

g =y +0(t)yt) — / 0(s)y(s) sin(t — s)ds,

doncg"+g=y"+(1+0)y=0.
(b) On a g = Cy cost + Cysint est bornée, d’ou le résultat.

(¢) On applique I'inégalité de Gronwall.
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Exercice 5.

Soit f :]0,+o0co[— R une fonction intégrable en +o00. On consideére 1’équation

y'+ fy=0. (17)

(a) Soit y une solution bornée de () Montrer que y/(t) — 0 en +oo.
(b) Soient ¥y, y> deux solutions de (@), te leur Wronskien

Wt — det

Calculer W.
(¢) En déduire que (@) admet une solution non-bornée.

Solution: (a) D’abord on a

puisque y est bornée et f est intégrable, la limite tliinoo y'(t) existe. Comme y est
bornée, cette limite est nécessairement O.
(b) W = y3y1 — iy, donc
W' =whyn + vy — (V1% + y2u1)

= YY1 — Y1y

= —fy2u1 + frrye

= ()’
donc W est constante.
(¢) On prend deux solutions non-liées yi, . S’ils sont bornée, alors par (a), yi, y5 — 0

lorsque ¢t — +o00, donc W — 0 lorsque ¢ — +o0. Par (b), on obtient que W = 0 donc y1, o

sont liées, contradiction.
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Exercice 6.

Montrer que le systeme réel
' =a(t)r — b(t)y

Yy =b(t)x + a(t)y

est équivalent a une équation différentielle linéaire complexe 2’ = ¢(t)z avec z = x + iy.
Déduire une équation différentielle linéaire pour v(t) = |z(t)|*

(a) Appliquer la conclusion pour résoudre le systéme

x' = xcost —ysint

Yy = xsint + ycost

En particuliere, déterminer un systeme fondamental X (¢) avec X (0) = I et calculer

son Wronskian X (¢). Montrer que toute solution est période. Quelle est la période?
(b) Tracer I'allure pour z(t) = (z(t),y(t)) avec 2(0) = (1,0). Déterminer v(t) = |z(t)?|
et trouver deux constantes o, 5 t.q. 0 < o < v(t) < f.

Solution: La fonction ¢ = a + bi convient. Donc on a

v =272z+4+72
=czz+ zcZ

= 2av.

(a) Toutes les solutions sont de période 27.

(b) Dans ce cas, on a v' = 2vcost donc v = e**"! donc on a

1

2
2§v§e.

0<
e
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Voici une figure:
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TD16.1 Semaine 16, Mardi

Exercice 1.

On considere le systeme autonome dans R"
= Ax (18)

(a) Montrer que si xg € R™ est un vecteur propre de A associé a la valeur propre réelle
)\, alors z(t) = eMzq est une solution de (@) telle que z(0) = .
(b) Montrer que si zg = x¢ + iy € C™ un vecteur propre de A associé a la valeur propre

complexe A = a + i € C, alors la fonction réelle
x(t) = e*(cos(Bt)xo — sin(Bt)yo)
est une solution de (@) telle que x(0) = x¢. (Indication: montrer que z(t) = Re(z(1)),
ot 2(t) = eMz € C".)

Solution: La vérification est directe.

Exercice 2.

On considere le systeme

¥=x—y
Yy =y—4z
Z=—xr+4z.
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(a) Ecrire ce systéme sous la forme X’ = AX.
(b) Trouver les valeurs propres de A et déterminer une base (ey, ez, e3) de R? telle que

la matrice de 'application représentée par A s’écrit dans la nouvelle base

A0 0
T=10 u 1
0 0 pu
(¢) En déduire les solutions.
Solution: (a) On a simplement
1 -1 0
A= 0o 1 —4
-1 0 4

(b) On a x4(X) = X(X — 3)? donc les valeurs propres de A sont A\; = 0, \y = A3 = 3.

Une base:
4 1 1
er=14 |.e2=]| -2 |,e3=| -1
1 1 2
(c) Les solutions sont
x(t) 4 et (t+1)e¥
yt) | =1 4 —2e3 —(2t+1)e¥ | bbe R’
2(t) 1 ¥ (t + 2)e’

Exercice 3.

Soit a € R. On considere le systeme

1 —a 1
¥ =Ax, A= 1 0 0
-2 a -2



(a) Calculer ¢4 pour a € {0,1, —4}.

Déterminer, selon les valeurs de a, si I'une des propriétés suivantes est vérifiée:
(b) toutes les solutions tendent vers 0 quand t — +o0.

(c) toutes les solutions sont bornées pour ¢ > 0.

Solution: Pour ¢ =0 on a

et 00 1 0 1
eA=c'l o 1 ¢t |Ccc=] =11 0 |.
0 0 1 -2 0 -1

dans ce cas, (b) et (c) ne sont pas vérifiées.

Pour a = —4 on a
et 0 0 1 2 2
A=C o0 e2t o c.C=1 -1 1 -1 |,
0 0 e 2 2 -2 =2

dans ce cas, (b) et (c) ne sont pas vérifiées.
On laisse le cas a = 1 comme un exercice ap’es le cours, on remarque que dans ce cas,

les trois valeurs propres de A sont —1,+i. Donc (c) est satisfaite mais (b) n’est pas.

Exercice 4.

Déterminer les équilibres pour les systeme
{x’:—xy’:y ;{x’:—yy’:x ;

{x’:2x+yy’:—4x—2y §{x’:y+3y’:—x—2y—1

Solution: (1) Dans ce cas, les valeurs propres de la matrice

-1 0
0 1

A:
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sont £1, donc son point d’équilibre (0, 0) est instable.

(2) Les valeurs propres de la matrice

A=

sont +4, on voit que le d’équilibre (0,0) est stable mais pas asymtotiquement stable.

(3) Les valeurs propres de la matrice

2 1
A:

-4 =2

sont Ay = Ay = 0, mais cette matrice n’est pas nulle, donc il existe une solution non-
bornée, donc son point d’équilibre (0,0) est instable.

(4) Le point d’équilibre est (—4, —3), on fait un changement de variable
r=xz+4,y=y+3
et il suffit de considerer I’équation linéaire avec

0 1
-1 =2

A=

ses valeurs propres sont Ay = Ay = —1, donc le point d’équilibre est asymtotiquement

stable.
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TD16.2 Semaine 16, Jeudi

Exercice 1.

Soit 1 € R. On considere I’équation différentielle scalaire
v = pr —2* (19)

1) Pour p = 0, trouver explicitement toutes les solutions de (@) avec x(0) = .

Montrer que 0 est I'unique équilibre de () et qu’il est asymptotiquement stable.

2) Pour pu # 0, trouver tous les équilibres de ’équation () et déterminer s’ils sont

stables, asymtotiquement stables ou instables.
3) Tracer les orbites dans les différents cas.

Solution: 1) Les solutons sont
sgn(x
(t) = ST
V2t + xp?
on voit facilement qu’il est asymptotiquement stable.

2) Si pu < 0, alors 0 est I'unique équilibre de () et il est asymptotiquement stable.

Si p > 0, alors 0 est un équilibre instable. Les autres équilibres sont 4=/, ils sont

asymptotiquement stable.
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3) Pour le cas pu = 0, voici une figure:

Le cas p < 0 est similaire. On donne l'illustration pour p = 1:

e
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Exercice 2.
On consideére ’équation différentielle

x = sin(x + y) (20)

y =e"—1

1) Montrer que pour tout (zg,y0) € R?, il existe une unique solution maximale prenant
la valeur (zg,yo) en t = 0. On notera I 'intervalle maximal de définition de cette solution.

2) Montrer que pour tout ¢ € I, on a |z(t) — x| < |t|. En déduire que I = R.

3) Déterminer tous les points d’équilibre de (@) et leur nature (stable,asymtotiquement
stable ou instable).

Solution: 1) Cauchy-Lipschitz.

2) Sortie des compacts.

3) Les équilibres sont (0, k7), k € Z. Un calcul simple montre que I’équilibre est asym-

totiquement stable si k£ est impaire et instable si k est paire.

Exercice 3.

On considére I’équation différentielle dans R?

Ty = —x9+ 21(1 — 23 — 23)

rh =11 + 29(1 — 22 — 23)

1) Trouver tous les équilibre du systeme.

2) Montrer que Z(t) = (cost,sint) est une solution 2w-périodique de ce systéme.

3) Pour toute solution z(t) = (z1(t),x2(t)), la quantité p(t)* := z1(t)* + z2(t)? est
constante, croissante ou décroissante? Déterminer selon la valeur initiale (z1(0),25(0)).

4) En déduire que toute solution avec ||z(0)|| < 1 est globale. Que peut-on dire si

|(0)[] > 17
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5) Ecrire le systéme en coordonnées polaires (p, 6).
6) Déterminer explicitement les solutions (p(t), 0(t)).
7) Tracer l'allure des orbites dans le plan R?.
Solution: 1) Le seul équilibre est (0,0).

2) La vérification est directe.

3) Posons z = p?, on vérifie que 2’ = 2z(1 — z). Donc

(

croissante, 0 < p(0)* <1
p® est { constante, p(0)2=0,1

décroissante, p(0)% > 1

\

4) Si ||z(0)]| < 1, on raisonne par le théoréme de sorti des compacts. Si ||z(0)|] > 1,

on résoudre I’équation 2’ = 2z(1 — z) et on a

Zo—l
=14 2077
#(t) +zg—1—62tz0

donc la solution maximale est définie sur

1 —1
Lpwz=|=1n 20 , oo .
2 20
5) On a
P =p(l—p?)
=1

6) Les solutions ont pour expression

) 621&0
P= e
e2tC —1

=1
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7) Voici l'allure:

[

Exercice 4.

Soit k& € R. On considere I'équation différentielle
¥ =—krx+y—2®

y =

1) Montrer que (0,0) est 'unique équilibre du systeme

2) Ecrire le systéme linéarisé autour de (0, 0).
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3) En déduire, pour k # 0, si l'origine est stable, asymtotiquement stable ou instable.
4) L’origine est-elle stable si k = 07 Justifier votre réponse.
Solution: 1) Trivial.

2) Le systeme linéarisé autour de (0,0) est
¥=—-kr+y
y = -

3) On considere les valeurs propres de la matrice du systéme linéarisé autour de (0, 0),

ils sont

kv —4

A
2

asymtotiquement stable k& > 0
Donc le systéme est

instable k < 0.

4) Dans le cas k = 0, on vérifie que

d
E(xz +9?) = 22(y — 2*) — 20y = —22* <0

et on en déduire que l'origine est stable.

Exercice 5.

On considére I'équation différentielle définie sur € =]0, +o00[?C R?

= zy — 23

Yy =ry—y
On notera (z(t),y(t)) la solution maximale pour la condition initiale (z(0),y(0)) =
(w0, yo) définie sur Iz y,).-

1) Montrer que si (o, yo) € €, alors (x(t),y(t)) € Q pour tout ¢t € Iy ).

2) Motrer qu’il existe un unique équilibres du systéme dans (2.
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3) Montrer que [0, +00[C (5, 40)-

4) Montrer que I'unique équilibre est globalement aymtotiquement stable.
Solution: 1) Trivual.

2) L’unique équilibre est (1,1).

3) On observe que:
Siz>1,y>1,alors (22 +y?) <0;
Siz>1,0<y<1,alors 2’ <0,y > 0;
Si0<xz<1l,y>1,alors 2z’ >0,y <0;
Si0<azy<l1,alors (zy) > 0.

Et puis on raisonne par le théoreme de sorti des compacts.

4) Par I'observation de 3).

Exercice 6.(Equation de Newton)

On considere 1’équation différentielle
" =F(zx),reR (21)

ot F' € C'(R). On définit les fonctions énergie cinétique et énergie potentielle

1) Ecrire (@) comme un systéme pour (z,v = z’).

2) Montrer que les solutions constantes de (@) correspondent aux équilibre du systeme.

3) Montrer que I'énergie totale E(x,v) = K(v)+U(x) est constante le long des solutions
de (1).

4) Soit o un point de minimum strict pour U(z). Montrer que (zy) est stable mais pas

asymtotiquement stable.
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Solution: 1) et 2) On omet.
3) On a

d
&E = — F(x)2' = 2’2" —2'F(z) = 0.

4) On vérifie que E est une fonction de Lyapunov, donc le point est stable. Pour
voir qu’il n’est pas asymtotiquement stable, il suffit d’utiliser la conservation de I’energie

montrée dans 3).
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L’examen Oral II et Préparation

d’examen Final

Exercice 1.

Soit (X, )n>1 une suite de i.i.d. de loi de Cauchy de densité (7(1 + x?))~! par rapport a la
mesure de Lebesgue. On pose M, = max(Xj,---,X,). Montrer que la suite (nM, 1),>1
converge en loi, exprimer la loi limite.

Indication: Utiliser

™ 1 (1>
arctanr = —=——o0| — | en oo.
2 T T

Solution: Pour z <0, on a

P(nM;* <z)<P(nM,' <0)=P(M, <0)
=[[Pxi<0)=2"—0.
i=1
Pour x > 0, on a
n

P(nMglgx,Mnm):P(anﬁ) —1- (Mn<—)
xr x



Donc

P(nM;' <z)—1—exp <—£> :
7r

donc la loi limite est la loi exponentielle de parametre =1,

Exercice 2.

L’intervalle [0, 1] est partitionné en n intervalles disjoints de longueur py, - - - , p,, on définie

I’entropie de cette partition par

h=—> pilogp;.
1=1

Soit (X,)n>1 1.i.d. de loi uniforme sur [0, 1], et soit Z,,(7) le nombre des X;,1 < j <m

qui est dans le 2-eme intervalle dans la partition ci-dessus. Montrer que
n
Z’IYL )
i=1

satisfait m~!log R,, — —h lorsque m — oco.
Solution: Posons /; ; la fonction caractéristique pour I’événement: x; est dans le ¢-ieme

intervalle. Alors

i=1
-3 (e
i=1 j=1
= Z ( I 108"1%‘)
j=1 \i=1
Posons
Y= I; jlog p;,
i=1
on a

n
E(Y;) =Y pilnp; = —h.
i=1
Par théoréme des grands nombres, on obtient que m~!log R,, — —h lorsque m — oo.
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Exercice 3.

Soit (pn)n>1 une suite de réels a valeurs dans |0, 1] telle que np, — 6 > 0. Soit (X,,)n>1
une suite de v.a. telle que Px, = B(n,p,) (loi binomiale) et X une v.a. de loi de Poisson
de parametre . Montrer que X,, — X en loi.

Solution 1: On a

n!

P(Xn =k) = mpﬁ(l — )" "
k | n—k
_ (npn) n! (1 B npn>
k! (n—k)nk n
or
— —e P(X =k)

Solution 2: On a

(Z) pfl(l o pn>nfk€itk

= (1 — Pn+ pneit)n

_(y _na(1—eM)\"
(1-5)

it_
N e@(e 1)

Et on a

o ; i
Px(t) = Z Ee_ee”k — "D,

Exercice 4.

Soit (X,,)n>1 une suite de i.i.d. de loi N'(0,1). Analyser le comportement asymptotique en

loi de la suite

1 n
n
k=1

t2
Solution: ®(t) = exp (—5) .
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On a alors
Dy, (t) = E (exp (itY,))

1
donc Y,, converge en loi vers N (0, 5) .

Exercice 5.

Soit (X, )n>1 une suite de i.i.d. de loi de Bernoulli avec P(X,, = 1) = p 6]0,1[\{%} et
P(X, = —1) = 1 — p. On considére la marche aléatoire Z,, = X; + --- + X,, avec Zy = 0.
On note A, = {Z, = 0}.

(a) Que représente I’événement limsup A,,7

n—o0

(b) Montrer que P(limsup A,,) = 0.

n—oo
Indication : Utiliser la formule de Stirling

nl ~ n"e "V2mn.

Solution: (a) Cet événement représente que Z, = 0 pour un nombre infini de n.

(b) On observe que P(Ag;,41) =0 et
2m
P(Ay,,) = (1 —p)™.
(Aom) (m )p (1-p)

Par lemme de Borel-Cantelli, il suffit de montrer que
2m

E ( )pm(l —p)™ < 0.
m

m>1
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Par la formule de Stirling on obtient que

2m 4m
m vm’

donc il suffit de montrer que

c’est trivial car 4p(1 — p) €]0, 1.

Exercice 6.(Systéme prédateur-proies de Lotka-Volterra)
Soit a, b, a, B > 0. On consideére le systeme

' =ax — bry
y = —ay+ fry

avec la condition initiale z(0) = zo > 0,y(0) = yo > 0. Soit |t_,¢,[ U'intervalle de
solution maximale.
1) Montrer que pour tout t €]t_,t,[, on a x(t) > 0,y(t) > 0.
2) Montrer que
H(z,y):=pr+by —alnzr —alny

est stable le long de chaque solution.

3) Montrer que la solution est globale.

4) Déterminer les équilibres avec x > 0,y > 0.

5) On divise le quadrant en 4 parties en utilisant la droite horizontale et la droite
verticale passant ’équilibre. Faire un dessin du champ de vecteurs associé au systeme.

6) Montrer qu’une solution non-constante doit forcément passer toutes les 4 parties.

7) Montrer que les solutions sont périodiques.
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8) Soit w la période. Calculer les moyennes

1 utw 1 utw
— d t - d
- /x(s) s et~ /y(s) s

pour u € R.

9) Si xy ou yo n’est pas positif, la solution est-elle périodique?
Solution: 1) Par l'unicité dans le théoreme de Cauchy-Lipschitz.
2) La vérification est directe.

3) D’apres 2), on obtient que
690,3 eyb
F? =
On en déduire que e¥’y~ est bornée supérieurement car e®®z~=* est bornée inférieure-
ment, donc y est bornée. Similairement, x est born’ee, donc on conclut par sorti des

compacts.
4) L’unique tel équilibre est (o371, ab™!).

5) Voisi un dessin

801 e e e e e T e e e

e T e e T e e e e e e

et

e

s
Iy e e, o, T T, e e, S
sy T
B0 78 -~ T e TN T S P e e
£y s e
’ M
/) N
Y40 . '5: "/-l1
: PR
20 \‘::m-h—a = o=l i R e

Ul 20 40 B0 ,80 100 120 140
6) On omet.

7) 1l suffit de montrer qu’il existe t; # to t.q. (z(t1),y(t1)) = (z(t2), y(t2)). Puisque

toutes solutions doit passer pour un nombre infini de fois le droit y = ab™!, il suffit de
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remarquer que pour tout C il n’existe quun nombre fini de z t.q.

H (:c, %) =C.

8) On calcul:

/

(Inz) = R by,
T

donc
1 u+tw
a
el ds = =
- /m(s) 5=
Similairement, on a
u+w
1 o
— ds = —.
5 / y(s)ds 3

9) La réponse est négative. Sans perte de généralité, on suppose que xy < 0.

Si yo > 0, alors comme 1) on peut montrer que z(t) < 0,y(t) > 0, alors on a

, —

Yy = —oay + Bry <0,

donc la solution n’est pas périodique.

Si yp < 0, alors comme 1) on peut montrer que z(t) < 0,y(t) < 0, alors on a
¥ =ax —bry <0,

donc la solution n’est pas périodique.

Siyo =0, alors y = 0,2(t) = Ce™, elle n’est pas périodique.

Remarque: L’équation de Lotka-Volterra est developée pour décrire la dynamique
des systemes biologicales, dont on étudie un cas spécial d’une telle interaction: il existe

exactement deux especes: 1'un, les prédateurs, mange ’autre, les proies.

Exercice 7.(Equation de Riccati)

Soit I’équation différentielle 2’ = t? + 22 et ¢ : I — R une solution maximale de ’équation.
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1) Montrer que ¢ est croissante.

2) Montrer que s’il existe ty t.q. ¢(to) > 0 alors I est majoré.

)

)

3) Montrer que s’il existe ty t.q. ¢(tg) < 0 alors I est minoré.

4) Montrer que I est borné est ¢(I) = R.

5) Montrer qu’il existe une seule solution maximale impaire de 1’équation différentielle.
)

6) Posons

WﬂZjM@ﬁ,

montrer que f(t) := e”®® est une solution de 1’équation 2" + 2z = 0. Quel est le

domaine de définition des solutions maximales de cette équation?
7) Trouver des équivalent de ¢ aux extrémités de I.
8) Montrer que f s’annule aux extrémités de I.

9) Si f est une solution maximale de z” + t*x = 0, montrer que si t_ et ¢, sont 2 zéros
/

consécutifs de f alors ~7 est une solution maximale de 'quation de Riccati sur J¢t_, ¢, [.
Solution: 1) ¢/ =2+ ¢* > 0.

2) On a

1\ ¢ t2
(‘&):?:1+E21’

donc pour tout t > ¢y, on a

3) Similaire que 2).

4) Si I n’est pas borné, par 2) et 3), sans perte de généralité, on peut supposer que
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¢(t) > 0 et I n’est pas minoré. Alors, pour tout ¢t < 0, on a

Vv

¢(0) = ¢(0) — ¢(t)

0
t
0 3

t
> 2ds = ——
_/ss 3

t

—¢
(s)ds

on obtient une contradiction lorsque ¢ — —oo.

Par sorti des compacts, ¢(I) = R.

5) Par I'unicité de solution, ¢(t) et —¢(—t) coincident, I et —I coincident aussi.

6) La vérification est simple.

On peut montrer que toutes les solutions voulues sont globales en utilisant le théoreme

1.13 de référence 2.

7) Soit I =]a,b[, alors en a et b, on a

<—1>,—£’:1+ﬁ:1+0(1),

o) ¢? P>
donc on a
1 /
—— | ~t—aout-—b,
(-3)
donc
1 1
¢(t)Na—t0u_b—t'

8) Clest évident.
9) On vérifie facilement que c’est une solution. Pour voir qu’elle est maximale, on
suppose sans perte de généralité que f > 0 sur |t_,t,[, on a alors f” < 0 donc f’ est

décroissante. On peut montrer que

Lo tp-w

done cette solution est maximale.
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