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中文内容摘要

本文介绍 Bonnet和Myers的比较定理以及推广。

第一章介绍曲面上的 Bonnet定理，在 Gauss的曲面理论的框架下证明该定

理；第二章借助黎曼几何的知识，给出高维版本 Bonnet和Myers的比较定理的

证明；第三章用类似方法证明Myers定理的一个推广并介绍其他的相关结果，例

如一个带平均凸边界流形的平均曲率比较定理以及郑绍远证明的 Myers定理的

刚性。
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Abstract
This article introduces Bonnet’s and Myers’ comparison theorems and some gen­

eralizations.

The first chapter will introduce Bonnet’s theorem for surfaces, we will prove

this theorem under Gauss’ theory of surfaces; the second chapter will recall some ba­

sic kownledgements of Riemannian geometry and then use them to prove the general

Bonnet’s and Myers’ theorems; the third chapter will prove a generalization of My­

ers’theorem using similar method and then introduce other related results, including a

comparison theorem for manifolds with mean convex boundary and the rigidity theorem

of S. Y. Cheng.

KeyWords: Differential geometry; Riemannian geometry; Geometric Analysis; Com­

parison theorems
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第一章 曲面上的 Bonnet定理

第一节 基本概念与定理陈述

对于三维空间中的曲面的相关理论，笔者在中法班的微分几何课上有所学

习。给定一个定向曲面 𝑆，我们将其高斯曲率定义为单位外法向量映射微分的行
列式

𝐾(𝑝) ∶= det(d𝑁𝑝), 𝑝 ∈ 𝑆.

高斯绝妙定理表明，高斯曲率可由第一基本形式确定。第一、第二基本形

式及 Christoffel 符号在具体计算中扮演了重要角色，例如，一条参数化测地线

𝛾 ∶ 𝐼 → 𝑆 由如下方程刻画
D𝛾′(𝑡)
d𝑡 = 0, ∀𝑡 ∈ 𝐼,

其中，设曲线上向量场 𝜔在局部坐标 𝛷(𝑢, 𝑣)下写作 𝜔(𝑡) = 𝑎(𝑡)𝛷𝑢 + 𝑏(𝑡)𝛷𝑣，

则
D𝜔(𝑡)
d𝑡 =(𝑎′ + 𝛤 1

11𝑎𝑢′ + 𝛤 1
12𝑎𝑣′ + 𝛤 1

12𝑏𝑢′ + 𝛤 1
22𝑏𝑣′)𝛷𝑢

+ (𝑏′ + 𝛤 2
11𝑎𝑢′ + 𝛤 2

12𝑎𝑣′ + 𝛤 2
12𝑏𝑢′ + 𝛤 2

22𝑏𝑣′)𝛷𝑣

其中 𝛤 𝑘
𝑖𝑗 是 Christoffel符号。利用微分方程的相关知识，我们有如下两个关

于测地线的结论：

定理 1.1.1 (测地线存在唯一性). 设 𝑝是曲面 𝑆 上一点，向量 𝑣 ∈ 𝑇𝑝𝑆，则存在
𝜀 > 0以及参数化测地线 𝛾𝑣 ∶ (−𝜀, 𝜀) → 𝑆 满足 𝛾𝑣(0) = 𝑝且 𝛾′

𝑣(0) = 𝑣。并且，如
果有 𝜀0 > 0和另一参数化测地线 𝛾0 ∶ (−𝜀0, 𝜀0) → 𝑆 满足 𝛾0(0) = 𝑝且 𝛾′

0(0) = 𝑣，
则有 𝜀 > 𝜀0且 𝛾𝑣|(−𝜀0,𝜀0) = 𝛾0。

定理 1.1.2 (测地线关于初始条件的光滑依赖性). 设 𝑝是曲面 𝑆 上一点，则存在
𝜀 > 0，使得映射

𝛾 ∶ (−𝜀, 𝜀) × 𝐵𝜀 → 𝑆, (𝑡, 𝑣) ↦ 𝛾𝑣(𝑡)

是光滑映射。其中 𝐵𝜀 ∶= {𝑣 ∈ 𝑇𝑝𝑆 ∶ ||𝑣|| < 𝜀}。
测地线在某种意义上就是两点之间的最短曲线，下面的性质体现了这一思

想：

性质 1.1.3 (最短线是测地线). 设 𝛼 ∶ 𝐼 → 𝑆 是分段光滑正则弧长参数化曲线，满
足这曲线上任意两点的距离等于它们之间这段曲线的长度，则 𝛼是测地线，特别
地，𝛼处处正则。
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其中两点 𝑝, 𝑞 ∈ 𝑆 之间的距离定义为

𝑑(𝑥, 𝑦) ∶= inf
⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝐿(𝛾) =
𝑙

∫
0

|𝛾′(𝑡)|d𝑡 ∶ 𝛾 ∶ [0, 𝑙] → 𝑆, 𝛾(0) = 𝑥, 𝛾(𝑙) = 𝑦,分段光滑正则曲线
⎫⎪
⎬
⎪⎭

这是 𝑆 上一个良好定义的度量结构。我们称一条测地线段是极小的，若其
长度恰好等于其两个端点之间的距离。

我们称曲面 𝑆 是完备的，若对任意一点 𝑝 ∈ 𝑆，从该点处发的任意一条参数
化测地线 𝛾 ∶ [0, 𝜀) → 𝑆 均可延拓为全局定义的参数化测地线 ̃𝛾 ∶ ℝ → 𝑆。曲面
上的 Hopf­Rinow定理（定理1.3.1）表明，完备曲面上任意两点间存在极小测地

线。Bonnet定理指出：带具有正下界高斯曲率的完备曲面是紧致的。这一章的目

标是证明这一定理。

定理 1.1.4 (Bonnet). 设曲面 𝑆 完备且其高斯曲率 𝐾 满足 𝐾 ⩾ 𝛿 > 0，则 𝑆 是紧
集，且其直径 𝜌满足

𝜌 ⩽ 𝜋
√𝛿

.

第二节 exp映射及其性质

在曲面的理论以及黎曼几何的理论中，exp映射都有重要的作用，本小节对

曲面引入 exp映射的概念。为此，我们先来证明一个引理：

引理 1.2.1 (测地线的齐次性). 若参数化测地线 𝛾𝑣(𝑡)定义区间为 (−𝜀, 𝜀)，𝜆 > 0是
正实数，则 𝛾𝜆𝑣(𝑡)定义区间为

𝐼 = (− 𝜀
𝜆, 𝜀

𝜆) ,

且 𝛾𝜆𝑣(𝑡) = 𝛾𝑣(𝜆𝑡)。

证明 定义 𝛼 ∶ 𝐼 → 𝑆，𝑡 ↦ 𝛾𝑣(𝜆𝑡)，只需验证它是测地线：

D𝛼′(𝑡)
d𝑡 = 𝜆2D𝛾′

𝑣(𝑡)
d𝑡 = 0.

由测地线唯一性 𝛾𝜆𝑣 = 𝛼。 ∎

下面这定理给出了 exp映射的定义和基本性质：

定理 1.2.2 (exp映射). 给定曲面 𝑆 上一点 𝑝 ∈ 𝑆，则存在 𝜀 > 0，满足映射

exp𝑝 ∶ 𝐵𝜀 ∶= {𝑣 ∈ 𝑇𝑝𝑆 ∶ ||𝑣|| < 𝜀} → 𝑆, 𝑣 ↦ 𝛾𝑣(1)

良定义，且为 𝐵𝜀 → exp𝑝(𝐵𝜀)的微分同胚。
4
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证明 由定理1.1.2，存在 𝜀1 > 0，使得映射

𝛾 ∶ (−𝜀1, 𝜀1) × 𝐵𝜀1 → 𝑆, (𝑡, 𝑣) ↦ 𝛾𝑣(𝑡)

是光滑映射。再由测地线的齐次性，取

𝜀 ∈
(

0,
𝜀2

0
2 )

即可保证 exp映射的良定义和光滑性。只需再证明：d exp𝑝在 0 ∈ 𝑇𝑝𝑆 处是
满射。

为此，固定 𝑣 ∈ 𝑇𝑝𝑆，考虑曲线 𝛼 ∶ 𝑡 ↦ 𝑡𝑣 ∈ 𝑇𝑝𝑆，我们有

d
d𝑡 (exp𝑝(𝑡𝑣))|𝑡=0

= d
d𝑡 (𝛾𝑣(𝑡))|𝑡=0

= 𝑣,

于是 d exp𝑝在 0 ∈ 𝑇𝑝𝑆 处是满射，证毕。 ∎

第三节 曲面上的 Hopf­Rinow定理

注意到，曲面 𝑆 是完备的当且仅当对于任意一点 𝑝 ∈ 𝑆，其 exp映射 exp𝑝

定义在整个切平面上。我们能够证明曲面上的 Hopf­Rinow定理：

定理 1.3.1 (Hopf­Rinow). 设 𝑆 是完备曲面。给定两点 𝑝, 𝑞 ∈ 𝑆，则存在一条连接
𝑝与 𝑞的极小测地线。

证明 令 𝑟 = 𝑑(𝑝, 𝑞)。根据定理1.2.2，取 𝛿 > 0，使得 exp𝑝 ∶ 𝐵𝛿 → exp𝑝(𝐵𝛿) =∶
𝐵𝛿(𝑝)是微分同胚，则 𝛴 ∶= ∂𝐵𝛿(𝑝)是紧集。设连续函数 𝑑(𝑥, 𝑞)在 𝑥0 ∈ 𝛴处取得
𝛴 上最小值，并设

𝑥0 = exp𝑝(𝛿𝑣), |𝑣| = 1, 𝑣 ∈ 𝑇𝑝(𝑆).

考虑测地线

𝛾(𝑠) = exp𝑝(𝑠𝑣),

只需证明 𝛾(𝑟) = 𝑞。为此，我们证明：

∀𝑠 ∈ [𝛿, 𝑟], 𝑑(𝛾(𝑠), 𝑞) = 𝑟 − 𝑠 (1.3.1)

当 𝑠 = 𝛿时，我们有

𝑟 = 𝑑(𝑝, 𝑞) = inf
𝑥∈𝛴

(𝑑(𝑥, 𝑝) + 𝑑(𝑥, 𝑞))

= 𝛿 + inf
𝑥∈𝛴

𝑑(𝑥, 𝑞)

= 𝛿 + 𝑑(𝑥0, 𝑞) = 𝛿 + 𝑑(𝛾(𝛿), 𝑞).

5
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下面假设式1.3.1对 𝑠0 ∈ [𝛿, 𝑟]成立，来证对充分小的 𝛿′ > 0，该式对 𝑠0 + 𝛿′

也对。为此，取 𝛿′ > 0使得 exp𝛾(𝑠0) ∶ 𝐵𝛿′ → exp𝛾(𝑠0)(𝐵𝛿′) =∶ 𝐵𝛿′(𝛾(𝑠0))是微分同
胚，则 𝛴′ ∶= ∂𝐵𝛿′(𝛾(𝑠0))是紧集。设连续函数 𝑑(𝑥, 𝑞)在 𝑥′ ∈ 𝛴′处取得 𝛴′上最

小值。同前，有

𝑑(𝛾(𝑠0), 𝑞) = 𝛿′ + 𝑑(𝑥′, 𝑞),

于是有

𝑑(𝑥′, 𝑞) = 𝑟 − 𝑠0 − 𝛿′.

于是，我们有

𝑑(𝑝, 𝑥′) ⩾ 𝑑(𝑝, 𝑞) − 𝑑(𝑞, 𝑥′) = 𝑠0 + 𝛿′.

因此，从 𝑝沿着测地线到 𝛾(𝑠0)再沿着测地线到 𝑥′ 的路径具有长度 𝑑(𝑝, 𝑥′)，
根据性质1.1.3，它是测地线。于是 𝑥′ = 𝛾(𝑠0 + 𝛿′)。故

𝑑(𝛾(𝑠0 + 𝛿′), 𝑞) = 𝑟 − (𝑠0 + 𝛿′).

∎

推论 1.3.2. 若 𝑆 是完备曲面，则 ∀𝑝 ∈ 𝑆，exp𝑝是满射。

这是因为若 𝑑(𝑝, 𝑞) = 𝑟，则 𝑞 = exp𝑝(𝑟𝑣)，其中 𝑣 = 𝛾′(0)，𝛾 是连接 𝑝与 𝑞的
极小测地线。

推论 1.3.3. 若 𝑆 是完备且有界的曲面（即存在𝑀 > 0使得 ∀𝑝, 𝑞 ∈ 𝑆, 𝑑(𝑝, 𝑞) <
𝑀），则 𝑆 是紧致的。
这是因为我们有 𝑆 = exp𝑝(𝐵𝑀 )是紧集在连续映射下的像，从而紧致。

第四节 弧长的第一、第二变分

对于曲面 𝑆 上的曲线 𝛼 ∶ [0, 𝑙] → 𝑆，它的一个变分是指一个光滑映射
ℎ; [0, 𝑙] × (−𝜀, 𝜀) → 𝑆，满足如下要求

ℎ(𝑠, 0) = 𝛼(𝑠), ∀𝑠 ∈ [0, 𝑙].

我们称这个变分是合适的，若

ℎ(0, 𝑡) = 𝛼(0), ℎ(𝑙, 𝑡) = 𝛼(𝑙), ∀𝑡 ∈ (−𝜀, 𝜀).

6
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我们还可定义一个变分对应的变分向量场

𝑉 (𝑠) = ∂ℎ
∂𝑡 (𝑠, 0), ∀𝑠 ∈ [0, 𝑙].

利用指数映射和紧性能够证明，任何沿着曲线 𝛼 ∶ [0, 𝑙] → 𝑆 的向量场 𝑉 都
可以作为某个 𝛼 的变分对应的变分向量场，并且如果 𝑉 (0) = 𝑉 (𝑙)，那么这个变
分可选取为合适的。

下面我们考虑曲线的弧长

𝐿(𝑡) =
𝑙

∫
0

|
∂ℎ
∂𝑡 (𝑠, 𝑡)| d𝑠, 𝑡 ∈ (−𝜀, 𝜀).

可以证明弧长的第一变分公式

定理 1.4.1 (第一变分公式). 设 ℎ; [0, 𝑙]×(−𝜀, 𝜀) → 𝑆是弧长参数化曲线 𝛼 ∶ [0, 𝑙] →
𝑆 的一个合适的变分，则

𝐿′(0) = −
𝑙

∫
0

⟨𝐴(𝑠), 𝑉 (𝑠)⟩d𝑠.

其中 𝑉 (𝑠)是 ℎ对应的变分向量场，而

𝐴(𝑠) ∶= 𝐷
∂𝑠

∂ℎ
∂𝑠 (𝑠, 0).

证明 当 𝑡在 0的小邻域内时，有

𝐿′(𝑡) =
𝑙

∫
0

d
d𝑡 ⟨

∂ℎ
∂𝑠 , ∂ℎ

∂𝑠 ⟩
1
2 d𝑠.

注意到

d
d𝑡 ⟨

∂ℎ
∂𝑠 , ∂ℎ

∂𝑠 ⟩
1
2 =

d
d𝑡 ⟨

∂ℎ
∂𝑠 , ∂ℎ

∂𝑠 ⟩

2 ⟨
∂ℎ
∂𝑠 , ∂ℎ

∂𝑠 ⟩
1
2

=
⟨
D
d𝑡

∂ℎ
∂𝑠 , ∂ℎ

∂𝑠 ⟩

|
∂ℎ
∂𝑠 |

=
⟨
D
d𝑠

∂ℎ
∂𝑡 , ∂ℎ

∂𝑠 ⟩

|
∂ℎ
∂𝑠 |

,

另 𝑡 = 0，有

𝐿′(0) =
𝑙

∫
0

⟨
D
d𝑠

∂ℎ
∂𝑡 , ∂ℎ

∂𝑠 ⟩ d𝑠

=
𝑙

∫
0

∂
∂𝑠 ⟨

∂ℎ
∂𝑡 , ∂ℎ

∂𝑠 ⟩ d𝑠 −
𝑙

∫
0

⟨
∂ℎ
∂𝑡 , D∂𝑠

∂ℎ
∂𝑠 ⟩ d𝑠

= −
𝑙

∫
0

⟨
∂ℎ
∂𝑡 , D∂𝑠

∂ℎ
∂𝑠 ⟩ d𝑠.

7
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这便是我们要的结果。 ∎

定理 1.4.2. 设 𝛼 ∶ [0, 𝑙] → 𝑆 是弧长参数化正则曲线，则 𝛼 是测地线当且仅当对
任意合适的变分 ℎ ∶ [0, 𝑙] × (−𝜀, 𝜀) → 𝑆，均有 𝐿′(0) = 0。

证明 一方面，若 𝛼是测地线，则

𝐴(𝑠) = 𝐷
∂𝑠

∂ℎ
∂𝑠 = 0,

由定理1.4.1，知 𝐿′(0) = 0。
另一方面，若对任意合适的变分 ℎ ∶ [0, 𝑙]×(−𝜀, 𝜀) → 𝑆，均有𝐿′(0) = 0，那么，

任取可微函数 𝑓 ∶ [0, 𝑙] → ℝ满足 𝑓 ⩾ 0，𝑓(0) = 𝑓(𝑙) = 0，并令 𝑉 (𝑠) = 𝑓(𝑠)𝐴(𝑠)，
均有

𝑙

∫
0

𝑓(𝑠)|𝐴(𝑠)|2d𝑠 = 0.

由 𝑓 任意性，有 𝐴 ≡ 0，故 𝛼是测地线。 ∎

下面，我们只考虑测地线 𝛾 ∶ [0, 𝑙] → 𝑆 的合适变分，我们称一个变分是正
交的，若其变分向量场满足 ⟨𝑉 (𝑠), 𝛾′(𝑠)⟩ = 0, ∀𝑠 ∈ [0, 𝑙]。
引理 1.4.3. 对于局部坐标 𝑥 ∶ 𝑈 → 𝑆，有

D
∂𝑣

D
∂𝑢𝑥𝑢 − D

∂𝑢
D
∂𝑣𝑥𝑢 = 𝐾(𝑥𝑢 ∧ 𝑥𝑣) ∧ 𝑥𝑢.

其中 𝐾 为高斯曲率。

证明 注意到

D
∂𝑢𝑥𝑢 = 𝛤 1

11𝑥𝑢 + 𝛤 2
11𝑥𝑣,

于是

D
∂𝑣

D
∂𝑢𝑥𝑢 = ((𝛤 1

11)𝑣 + 𝛤 1
12𝛤 1

11 + 𝛤 1
22𝛤 2

11)𝑥𝑢 + ((𝛤 2
11)𝑣 + 𝛤 2

12𝛤 1
11 + 𝛤 2

22𝛤 2
11)𝑥𝑣,

类似地

D
∂𝑢

D
∂𝑣𝑥𝑢 = ((𝛤 1

12)𝑣 + 𝛤 1
12𝛤 1

11 + 𝛤 1
12𝛤 2

12)𝑥𝑢 + ((𝛤 2
12)𝑣 + 𝛤 2

11𝛤 1
12 + 𝛤 2

12𝛤 2
12)𝑥𝑣,

从而
D
∂𝑣

D
∂𝑢𝑥𝑢 − D

∂𝑢
D
∂𝑣𝑥𝑢 = −𝐹 𝐾𝑥𝑢 + 𝐸𝐾𝑥𝑣

= 𝐾(⟨𝑥𝑢, 𝑥𝑢⟩𝑥𝑣 − ⟨𝑥𝑢, 𝑥𝑣⟩𝑥𝑢)

= 𝐾(𝑥𝑢 ∧ 𝑥𝑣) ∧ 𝑥𝑢.
∎
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更一般地，我们有

引理 1.4.4. 对于可微映射 ℎ ∶ [0, 𝑙] × (−𝜀, 𝜀) → 𝑆，有

D
∂𝑡

D
∂𝑠𝑉 − D

∂𝑠
D
∂𝑡𝑉 = 𝐾(ℎ𝑠 ∧ ℎ𝑡) ∧ 𝑉 ,

其中 𝑉 是沿 ℎ的向量场。
定理 1.4.5 (第二变分公式). 设 ℎ ∶ [0, 𝑙]× → 𝑆 是弧长参数化测地线 𝛾 ∶ [0, 𝑙] → 𝑆
的合适正交变分，对应变分向量场为 𝑉 (𝑠)，则

𝐿″(0) =
𝑙

∫
0

(|
D
∂𝑠𝑉 (𝑠)|

2
− 𝐾|𝑉 (𝑠)|2

) d𝑠.

证明 我们有

𝐿″(𝑡) =
𝑙

∫
0

d
d𝑡 ⟨

D
∂𝑠ℎ𝑡, ℎ𝑠⟩ |ℎ𝑠|− 1

2d𝑠 −
𝑙

∫
0

⟨
D
∂𝑠ℎ𝑡, ℎ𝑠⟩

2
|ℎ𝑠|− 3

2d𝑠.

注意到，当 𝑡 = 0时，有 |ℎ𝑠| = 1，D
∂𝑠ℎ𝑠 = 0且 ⟨ℎ𝑠, ℎ𝑡⟩ = 0，结合

⟨
D
∂𝑠ℎ𝑡, ℎ𝑠⟩ = (

d
d𝑠 ⟨ℎ𝑠, ℎ𝑡⟩ − ⟨

D
∂𝑠ℎ𝑠, ℎ𝑡⟩) ,

有

𝐿″(0) =
𝑙

∫
0

d
d𝑡 ⟨

D
∂𝑠ℎ𝑡, ℎ𝑠⟩ d𝑠,

注意到，当 𝑡 = 0时
d
d𝑡 ⟨

D
∂𝑠ℎ𝑡, ℎ𝑠⟩ = ⟨

D
∂𝑡

D
∂𝑠ℎ𝑡, ℎ𝑠⟩ + ⟨

D
∂𝑠ℎ𝑡,

D
∂𝑡ℎ𝑠⟩

= ⟨
D
∂𝑡

D
∂𝑠ℎ𝑡, ℎ𝑠⟩ − ⟨

D
∂𝑠

D
∂𝑡ℎ𝑡, ℎ𝑠⟩ + ⟨

D
∂𝑠

D
∂𝑡ℎ𝑡, ℎ𝑠⟩ + |

D
∂𝑠ℎ𝑡|

2

= ⟨
D
∂𝑡

D
∂𝑠ℎ𝑡, ℎ𝑠⟩ − ⟨

D
∂𝑠

D
∂𝑡ℎ𝑡, ℎ𝑠⟩ + d

d𝑠 ⟨
D
∂𝑡ℎ𝑡, ℎ𝑠⟩ + |

D
∂𝑠ℎ𝑡|

2

= −𝐾|𝑉 (𝑠)|2 + d
d𝑠 ⟨

D
∂𝑡ℎ𝑡, ℎ𝑠⟩ + |

D
∂𝑠𝑉 (𝑠)|

2

于是

𝐿″(0) =
𝑙

∫
0

(|
D
∂𝑠𝑉 (𝑠)|

2
− 𝐾|𝑉 (𝑠)|2

) d𝑠+⟨
D
∂𝑡ℎ𝑡, ℎ𝑠⟩|

𝑙

0
=

𝑙

∫
0

(|
D
∂𝑠𝑉 (𝑠)|

2
− 𝐾|𝑉 (𝑠)|2

) d𝑠.

∎
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第五节 Bonnet定理的证明

证明 任取 𝑝, 𝑞 ∈ 𝑆，只需证明：

𝑑(𝑝, 𝑞) ⩽ 𝜋
√𝛿

.

考虑连接 𝑝, 𝑞的极小测地线 𝛾（存在性由 Hopf­Rinow定理保证），若其长度

𝑙 = 𝑑(𝑝, 𝑞) > 𝜋
√𝛿

,

考虑如下变分：取单位向量 𝑤0 ∈ 𝑇𝛾(0)(𝑆)满足 ⟨𝑤0, 𝛾′(0)⟩ = 0并令 𝑤(𝑠)是
𝑤0沿 𝛾 的平行移动，即 𝑤(𝑠)是沿 𝛾 切向量场，满足

D𝑤
d𝑡 = 0.

那么，我们有 |𝑤(𝑠)| ≡ 1且 ⟨𝑤(𝑠), 𝛾′(𝑠)⟩ = 0。令

𝑉 (𝑠) = 𝑤(𝑠) sin 𝜋𝑠
𝑙

并取其对应的正交合适变分，由第二变分公式有

𝐿″(0) =
𝑙

∫
0

(|
D
∂𝑠𝑉 (𝑠)|

2
− 𝐾|𝑉 (𝑠)|2

) d𝑠,

注意到 𝑤是平行向量场，于是

D
∂𝑠𝑉 (𝑠) = 𝜋

𝑙 cos 𝜋𝑠
𝑙 𝑤(𝑠),

于是

𝐿″(0) =
𝑙

∫
0

(
𝜋2

𝑙2 cos2 𝜋𝑠
𝑙 − 𝐾 sin2 𝜋𝑠

𝑙 ) d𝑠

<
𝑙

∫
0

𝜋2

𝑙2 (cos
2 𝜋𝑠

𝑙 − sin2 𝜋𝑠
𝑙 ) d𝑠

= 0

但 𝛾 是极小测地线，应有 𝐿″(0) ⩾ 0，矛盾！
∎
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第二章 高维的 Bonnet定理和 Myers定理

本章的目标是将定理1.1.4推广到高维情形，即黎曼流形上。所谓黎曼流形，即

一个光滑流形𝑀 带上一个黎曼度量 𝑔，𝑔在𝑀 上的每一点 𝑝 ∈ 𝑀 处的切空间上

定义一个内积 𝑔𝑝(⋅, ⋅)，满足对于任意两个光滑切向量场𝑋, 𝑌，函数 𝑝 ↦ 𝑔𝑝(𝑋𝑝, 𝑌𝑝)
均是光滑的。对于光滑流形𝑀，记 𝜒(𝑀)是其上所有光滑向量场形成的线性空
间。

第一节 联络与协变导数

光滑流形𝑀 上的一个联络是指一个双线性映射

∇ ∶ 𝜒(𝑀) × 𝜒(𝑀) → 𝜒(𝑀), (𝑉 , 𝑊 ) ↦ ∇𝑉 𝑊

满足对任意 𝑓 ∈ 𝐶∞(𝑀), 𝑉 , 𝑊 ∈ 𝜒(𝑀)，均有

∇𝑓𝑉 𝑊 = 𝑓∇𝑉 𝑊 (2.1.1)

∇𝑉 𝑓𝑊 = 𝑓∇𝑉 𝑊 + (𝑉 𝑓)𝑊 (2.1.2)

此时称 ∇𝑉 𝑊 是𝑊 在 𝑉 方向下的协变导数。在黎曼流形上，我们通常考虑
具有更好性质的联络，比如

𝑋𝑔(𝑉 , 𝑊 ) = 𝑔(∇𝑋𝑉 , 𝑊 ) + 𝑔(𝑉 , ∇𝑋𝑊 ) (2.1.3)

∇𝑉 𝑊 − ∇𝑊 𝑉 = [𝑉 , 𝑊 ] (2.1.4)

满足以上两个性质的联络被称为 Levi­Civita联络。不难证明：

定理 2.1.1 (Levi­Civita). 任给一个黎曼流形 (𝑀, 𝑔)，其上存在唯一的 Levi­Civita

联络。

事实上，Levi­Civita联络由下面的表达式（Koszul等式）给出：

2𝑔(∇𝑋𝑌 , 𝑍) =𝑋𝑔(𝑌 , 𝑍) + 𝑌 𝑔(𝑋, 𝑍) − 𝑍𝑔(𝑋, 𝑌 )

+ 𝑔([𝑋, 𝑌 ], 𝑍) − 𝑔([𝑋, 𝑍], 𝑌 ) − 𝑔([𝑌 , 𝑍], 𝑋)
(2.1.5)

在 Levi­Civita联络下，我们能够定义测地线的概念：称光滑正则参数化曲线

𝑐 ∶ 𝐼 → 𝑀 为测地线，若其满足 ∇𝑐′𝑐′ = 0。与在 Gauss的曲面理论中一样，利

用微分方程的知识，我们能够证明测地线的存在唯一性和对初值的光滑依赖性，

11
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并且，我们仍能够用与第一节相似的方式定义两点间距离、exp映射和极小测地

线的概念，并证明黎曼流形上的 Hopf­Rinow定理：

定理 2.1.2 (Hopf­Rinow). 设 (𝑀, 𝑔)是黎曼流形，则以下等价：
（一）𝑀 是完备度量空间；

（二）存在某点 𝑝 ∈ 𝑀，使得 exp𝑝定义在整个切空间 𝑇𝑝𝑀 上；

（三）对任意 𝑝 ∈ 𝑀，使得 exp𝑝均定义在整个切空间 𝑇𝑝𝑀 上。

以上任意一条成立时，我们称 (𝑀, 𝑔)为完备的，此时有：对任意 𝑝, 𝑞 ∈ 𝑀，
存在连接 𝑝与 𝑞的极小测地线。

第二节 曲率

曲率是黎曼几何中的重要概念，借助 Levi­Civita联络，我们如下定义曲率张

量：

𝑅(𝑋, 𝑌 )𝑍 = [∇𝑋 , ∇𝑌 ]𝑍 − ∇[𝑋,𝑌 ]𝑍 (2.2.1)

这个定义式被称为 Ricci等式。通过直接计算，我们有：

性质 2.2.1. （1）𝑔(𝑅(𝑋, 𝑌 )𝑍, 𝑊 ) = −𝑔(𝑅(𝑌 , 𝑋)𝑍, 𝑊 ) = 𝑔(𝑅(𝑌 , 𝑋)𝑊 , 𝑍)；
（2）𝑔(𝑅(𝑋, 𝑌 )𝑍, 𝑊 ) = 𝑔(𝑅(𝑍, 𝑊 )𝑋, 𝑌 )；
（3）第一 Bianchi等式：𝑅(𝑋, 𝑌 )𝑍 + 𝑅(𝑍, 𝑋)𝑌 + 𝑅(𝑌 , 𝑍)𝑋 = 0。
对于 𝑝 ∈ 𝑀 和线性无关的两个向量 𝑣, 𝑤 ∈ 𝑇𝑝𝑀，我们定义它们张成平面

𝜋 ∶= Span(𝑣, 𝑤)的截面曲率：

𝐾(𝜋) ∶= 𝑔(𝑅(𝑤, 𝑣)𝑣, 𝑤)
||𝑣 ∧ 𝑤||2 ,

其中分母表示 𝑣, 𝑤张成平行四边形的面积，不难验证这个定义不依赖于张
成平面的两个向量的选取。

除了截面曲率，我们还关心Ricci曲率：取 𝑇𝑝𝑀的一组标准正交基 (𝑒1, ⋯ , 𝑒𝑛)，
定义

𝑅𝑖𝑐(𝑣, 𝑤) ∶= tr(𝑥 ↦ 𝑅(𝑥, 𝑣)𝑤) =
𝑛

∑
𝑖=1

𝑔(𝑅(𝑒𝑖, 𝑤)𝑣, 𝑒𝑖).

对于单位向量 𝑣 ∈ 𝑇𝑝𝑀，将其补为标准正交基 (𝑣, 𝑒2, ⋯ , 𝑒𝑛)，则有

𝑅𝑖𝑐(𝑣, 𝑣) = 𝑔(𝑅(𝑣, 𝑣), 𝑣) +
𝑛

∑
𝑖=2

𝑔(𝑅(𝑒𝑖, 𝑣)𝑣, 𝑒𝑖)

=
𝑛

∑
𝑖=2

𝐾(𝑣, 𝑒𝑖).
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第三节 能量第一、第二变分公式

本节我们介绍能量泛函的变分公式（定理2.3.2、定理2.3.4），其在关于测地

线性质的研究中起到重要作用，对于 Bonnet定理与Myers定理的证明而言也是

十分关键的。

我们考虑 𝛺𝑝,𝑞（所有连接 𝑝, 𝑞 的分段光滑的、以区间 [0, 1]参数化的曲线的
空间）上的能量泛函

𝐸(𝑐) = 1
2

1

∫
0

|
d𝑐(𝑡)
d𝑡 |

2
d𝑡,

对于常速率参数化曲线 𝛼 ∶ [0, 𝑙] → 𝑀 ，我们有：

性质 2.3.1. 若 𝛼是弧长泛函的极小值点，则它是能量泛函的极小值点。

证明 设 𝛼的邻域 𝑉 满足 ∀𝑐 ∈ 𝑉，𝐿(𝑐) ⩾ 𝐿(𝛼)，由 Cauchy­Schwarz不等式，

∀𝑐 ∈ 𝑉 , 𝐸(𝑐) ⩾ 1
2𝐿(𝑐)2 ⩾ 1

2𝐿(𝛼)2 = 𝐸(𝛼).

∎

一般地，对于分段光滑参数化曲线 𝑐 ∶ [𝑎, 𝑏] → 𝑀，我们也定义其能量

𝐸(𝑐) = 1
2

𝑏

∫
𝑎

|
d𝑐(𝑡)
d𝑡 |

2
d𝑡,

性质2.3.1告诉我们，弧长参数化的极小测地线是能量泛函的极小值点，于是

我们可以通过计算能量泛函的变分研究极小测地线的性质。

定理 2.3.2 (能量的第一变分公式). 设 ̄𝑐 ∶ (−𝜀, 𝜀)×[𝑎, 𝑏] → 𝑀是分段光滑参数化曲
线 𝑐 ∶ [𝑎, 𝑏] → 𝑀的分段光滑合适变分，对应的分割为 𝑎 = 𝑎0 < 𝑎1 < ⋯ < 𝑎𝑚 = 𝑏，
则有

d𝐸(𝑐𝑠)
d𝑠 |𝑠=0

= −
𝑏

∫
𝑎

𝑔 (
∂2 ̄𝑐
∂𝑡2 , ∂ ̄𝑐

∂𝑠) d𝑡 +
𝑚−1

∑
𝑖=1

𝑔 (
∂ ̄𝑐
∂𝑡− − ∂ ̄𝑐

∂𝑡+ , ∂ ̄𝑐
∂𝑠)|(0,𝑎𝑖)

证明 我们对曲线逐段考虑，便可把问题约化到光滑曲线的情形。我们证

明，对于 𝑐光滑的情形，去掉合适变分的条件，有

d𝐸(𝑐𝑠)
d𝑠 |𝑠=0

= −
𝑏

∫
𝑎

𝑔 (
∂2 ̄𝑐
∂𝑡2 , ∂ ̄𝑐

∂𝑠) d𝑡

+ 𝑔 (
∂ ̄𝑐
∂𝑡 , ∂ ̄𝑐

∂𝑠)|(0,𝑏)
− 𝑔 (

∂ ̄𝑐
∂𝑡 , ∂ ̄𝑐

∂𝑠)|(0,𝑎)
,

13
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这是由于

d𝐸(𝑐𝑠)
d𝑠 = d

d𝑠
1
2

𝑏

∫
𝑎

𝑔 (
∂ ̄𝑐
∂𝑡 , ∂ ̄𝑐

∂𝑡 ) d𝑡

=
𝑏

∫
𝑎

𝑔 (
∂2 ̄𝑐
∂𝑠∂𝑡 , ∂ ̄𝑐

∂𝑡 ) d𝑡

=
𝑏

∫
𝑎

𝑔 (
∂2 ̄𝑐
∂𝑡∂𝑠 , ∂ ̄𝑐

∂𝑡 ) d𝑡

=
𝑏

∫
𝑎

∂
∂𝑡𝑔 (

∂ ̄𝑐
∂𝑠 , ∂ ̄𝑐

∂𝑡 ) d𝑡 −
𝑏

∫
𝑎

𝑔 (
∂2 ̄𝑐
∂𝑡2 , ∂ ̄𝑐

∂𝑠) d𝑡

= −
𝑏

∫
𝑎

𝑔 (
∂2 ̄𝑐
∂𝑡2 , ∂ ̄𝑐

∂𝑠) d𝑡 + 𝑔 (
∂ ̄𝑐
∂𝑡 , ∂ ̄𝑐

∂𝑠)|
(𝑠,𝑏)

(𝑠,𝑎)
.

∎

为给出能量的第二变分公式，我们需要一个引理：

引理 2.3.3. 对于三阶偏导数，有

∂3𝑐
∂𝑢∂𝑠∂𝑡 − ∂3𝑐

∂𝑠∂𝑢∂𝑡 = 𝑅 (
∂𝑐
∂𝑢, ∂𝑐

∂𝑠)
∂𝑐
∂𝑡 .

引理可通过计算证明，不在此赘述。借助这个引理，我们给出能量的第二变

分公式：

定理 2.3.4 (能量的第二变分公式，Synge). 在定理2.3.2的条件的基础上，进一步

假设 𝑐 是测地线且 ̄𝑐是光滑变分，那么

d2𝐸(𝑐𝑠)
d𝑠2 |𝑠=0

=
𝑏

∫
𝑎

(|
∂2 ̄𝑐
∂𝑡∂𝑠|

2
− 𝑔 (𝑅 (

∂ ̄𝑐
∂𝑠 , ∂ ̄𝑐

∂𝑡 )
∂ ̄𝑐
∂𝑡 , ∂ ̄𝑐

∂𝑠))
d𝑡 + 𝑔 (

∂2 ̄𝑐
∂𝑠2 , ∂ ̄𝑐

∂𝑡 )|
𝑏

𝑎
.

证明 第一变分公式告诉我们

d𝐸(𝑐𝑠)
d𝑠 = −

𝑏

∫
𝑎

𝑔 (
∂2 ̄𝑐
∂𝑡2 , ∂ ̄𝑐

∂𝑠) d𝑡 + 𝑔 (
∂ ̄𝑐
∂𝑡 , ∂ ̄𝑐

∂𝑠)|
(𝑠,𝑏)

(𝑠,𝑎)
,

于是

d2𝐸(𝑐𝑠)
d𝑠2 = −

𝑏

∫
𝑎

𝑔 (
∂2 ̄𝑐
∂𝑠2 , ∂2 ̄𝑐

∂𝑡2 ) d𝑡−
𝑏

∫
𝑎

𝑔 (
∂ ̄𝑐
∂𝑠 , ∂3 ̄𝑐

∂𝑠∂𝑡2 ) d𝑡+𝑔 (
∂2 ̄𝑐
∂𝑠2 , ∂ ̄𝑐

∂𝑡 )|
(𝑠,𝑏)

(𝑠,𝑎)
+𝑔 (

∂ ̄𝑐
∂𝑠 , ∂2 ̄𝑐

∂𝑠∂𝑡)|
(𝑠,𝑏)

(𝑠,𝑎)
,

14
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令 𝑠 = 0并注意到 𝑐是测地线，有

d2𝐸(𝑐𝑠)
d𝑠2 |𝑠=0

= −
𝑏

∫
𝑎

𝑔 (
∂ ̄𝑐
∂𝑠 , ∂3 ̄𝑐

∂𝑠∂𝑡2 ) d𝑡 + 𝑔 (
∂2 ̄𝑐
∂𝑠2 , ∂ ̄𝑐

∂𝑡 )|
𝑏

𝑎
+ 𝑔 (

∂ ̄𝑐
∂𝑠 , ∂2 ̄𝑐

∂𝑠∂𝑡)|
𝑏

𝑎

(引理2.3.3)= 𝑔 (
∂2 ̄𝑐
∂𝑠2 , ∂ ̄𝑐

∂𝑡 )|
𝑏

𝑎
+ 𝑔 (

∂ ̄𝑐
∂𝑠 , ∂2 ̄𝑐

∂𝑠∂𝑡)|
𝑏

𝑎

−
𝑏

∫
𝑎

𝑔 (
∂ ̄𝑐
∂𝑠 , 𝑅 (

∂ ̄𝑐
∂𝑠 , ∂ ̄𝑐

∂𝑡 )
∂ ̄𝑐
∂𝑡 ) d𝑡 −

𝑏

∫
𝑎

𝑔 (
∂ ̄𝑐
∂𝑠 , ∂3 ̄𝑐

∂𝑡∂𝑠∂𝑡) d𝑡

故只需证

−
𝑏

∫
𝑎

𝑔 (
∂ ̄𝑐
∂𝑠 , ∂3 ̄𝑐

∂𝑡∂𝑠∂𝑡) d𝑡 + 𝑔 (
∂2 ̄𝑐
∂𝑡2 , ∂ ̄𝑐

∂𝑠)|
𝑏

𝑎
=

𝑏

∫
𝑎

|
∂2 ̄𝑐
∂𝑡∂𝑠|

2
d𝑡,

直接应用分部积分公式即可证明。 ∎

第四节 Bonnet与 Myers的定理

定理 2.4.1 (Bonnet). 设 (𝑀, 𝑔)是完备的黎曼流形，满足截面曲率 𝐾 ⩾ 𝑘 > 0，则
有

diam(𝑀) ⩽ 𝜋
√𝑘

=∶ diam𝑆𝑛
𝑘 ,

从而𝑀 是紧致的，进一步，𝑀 的基本群是有限群。

证明 我们首先证明：极小测地线的长度总是小于 diam𝑆𝑛
𝑘，结合Hopf­Rinow

定理，这便能给出关于直径的估计。为此，取弧长参数化极小测地线 𝛾 的一个合
适变分，使其对应的变分向量场为

𝑉 (𝑡) = sin(
𝜋
𝑙 𝑡) 𝐸(𝑡),

其中 𝐸 是垂直于 𝑐′(𝑡) 的单位平行切向量场。由能量的第二变分公式（定
理2.3.4），有

0 ⩽ d2𝐸(𝑐𝑠)
d𝑠2 |𝑠=0

=
𝑙

∫
0

|
d𝑉 (𝑡)
d𝑡 |

2
d𝑡 −

𝑙

∫
0

𝑔(𝑅(𝑉 , 𝑐′(𝑡))𝑐′(𝑡), 𝑉 )d𝑡

= 𝜋2

𝑙2

𝑙

∫
0

cos2
(

𝜋
𝑙 𝑡) d𝑡 −

𝑙

∫
0

sin2
(

𝜋
𝑙 𝑡) 𝐾(𝐸, 𝑐′(𝑡))d𝑡

⩽ 𝑙
2 (

𝜋2

𝑙2 − 𝑘) ,
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于是 𝑙 ⩽ diam𝑆𝑛
𝑘。注意到𝑀 的万有覆叠也满足这个定理的条件，从而也是

紧的，于是𝑀 的基本群是有限群。 ∎

这个定理于 1941年被Myers推广到 Ricci曲率有正下界的完备黎曼流形上：

定理 2.4.2 (Myers). 设 (𝑀, 𝑔) 是完备的 𝑛­维黎曼流形，并且其 Ricci 曲率满足

𝑅𝑖𝑐 ⩾ (𝑛 − 1)𝑘 > 0，则有

diam(𝑀) ⩽ 𝜋
√𝑘

=∶ diam𝑆𝑛
𝑘 ,

从而𝑀 是紧致的，进一步，𝑀 的基本群是有限群。

证明的方法与定理2.4.1极其相似，唯一的区别在于我们需要取一组垂直于

𝑐′(𝑡)的单位平行切向量场 𝐸2, ⋯ , 𝐸𝑛，满足 𝑐′(𝑡), 𝐸𝑖(𝑡), 2 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛构成 𝑇𝑐(𝑡)𝑀 的规

范正交基，再取合适变分对应于

𝑉𝑖(𝑡) = sin(
𝜋
𝑙 𝑡) 𝐸𝑖(𝑡),

最后将能量第二变分公式给出的结果相加即可，我们不再赘述。

16
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第三章 Myers定理的推广及其他相关结果

第一节 Myers定理的一个推广

值得注意的是，Myers定理2.4.2在物理上，尤其是广义相对论中，也有应用。

文献 [5]给出了Myers比较定理的一个推广（定理3.1.1），并用其证明了一个相对

论宇宙的结论。本节将介绍这个推广工作。

定理 3.1.1. 设 (𝑀, 𝑔)是 𝑛­维完备黎曼流形，满足存在常数 𝑎 > 0和 𝑐 ⩾ 0，满足：
对任意弧长参数化极小测地线 𝛾，均存在关于弧长 𝑡的函数 𝑓，满足 |𝑓 (𝑡)| ⩽ 𝑐并
且

𝑅𝑖𝑐(𝛾′(𝑡), 𝛾′(𝑡)) ⩾ 𝑎 + d𝑓
d𝑡 ,

则𝑀 是紧的，且其直径满足

diam(𝑀) ⩽ 𝜋
𝑎 (𝑐 + √𝑐2 + 𝑎(𝑛 − 1)).

进一步地，𝑀 的基本群是有限群。

注 . 令 𝑓 ≡ 0，𝑐 = 0，便得到Myers定理2.4.2。

证明 只需证明：弧长参数化极小测地线 𝛾 ∶ [0, 𝑙] → 𝑀 总是满足

𝑙 ⩽ 𝜋
𝑎 (𝑐 + √𝑐2 + 𝑎(𝑛 − 1)).

取一组垂直于 𝛾′(𝑡)的单位平行切向量场𝐸2, ⋯ , 𝐸𝑛，满足 𝛾′(𝑡), 𝐸𝑖(𝑡), 2 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛
构成 𝑇𝑐(𝑡)𝑀 的规范正交基，再取合适变分对应于

𝑉𝑖(𝑡) = sin(
𝜋
𝑙 𝑡) 𝐸𝑖(𝑡),

由能量的第二变分公式2.3.4，有

0 ⩽
d2𝐸(𝛾𝑠,𝑖)

d𝑠2 |𝑠=0

= 𝜋2

𝑙2

𝑙

∫
0

cos2
(

𝜋
𝑙 𝑡) d𝑡 −

𝑙

∫
0

sin2
(

𝜋
𝑙 𝑡) 𝐾(𝐸𝑖, 𝛾′(𝑡))d𝑡

= 𝑙
2

𝜋2

𝑙2 −
𝑙

∫
0

sin2
(

𝜋
𝑙 𝑡) 𝐾(𝐸𝑖, 𝛾′(𝑡))d𝑡,

17
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相加得

0 ⩽ (𝑛 − 1)𝜋2

2𝑙 −
𝑙

∫
0

sin2
(

𝜋
𝑙 𝑡) 𝑅𝑖𝑐(𝛾′, 𝛾′)d𝑡

⩽ (𝑛 − 1)𝜋2

2𝑙 −
𝑙

∫
0

sin2
(

𝜋
𝑙 𝑡) (𝑎 + d𝑓

d𝑡 ) d𝑡

= (𝑛 − 1)𝜋2

2𝑙 − 𝑎𝑙
2 −

𝑙

∫
0

sin2
(

𝜋
𝑙 𝑡)

d𝑓
d𝑡 d𝑡

(分部积分)= (𝑛 − 1)𝜋2

2𝑙 − 𝑎𝑙
2 + 𝜋

𝑙

𝑙

∫
0

sin(
2𝜋
𝑙 𝑡) 𝑓(𝑡)d𝑡

⩽ (𝑛 − 1)𝜋2

2𝑙 − 𝑎𝑙
2 + 𝜋𝑐,

从而

𝑙 ⩽ 𝜋
𝑎 (𝑐 + √𝑐2 + 𝑎(𝑛 − 1)).

∎

第二节 Myers定理的刚性

关于曲率的比较定理，人们还关心一个问题：当一个黎曼流形满足定理中关

于曲率的条件，并且直径达到所得到的上界时，能否得到关于这个流形的更多信

息，乃至确定这个流形？郑绍远教授在 [2]中给出了答案：

定理 3.2.1 (S. Y. Cheng, 1975). 设 (𝑀, 𝑔)是完备的 𝑛­维黎曼流形，满足 Ricci曲率

𝑅𝑖𝑐 ⩾ (𝑛 − 1)𝑘 > 0，且

diam(𝑀) = 𝜋
√𝑘

=∶ diam𝑆𝑛
𝑘 ,

那么，𝑀 等距同构于欧氏空间中半径为
1

√𝑘
球面 𝑆𝑛

𝑘。

为证明这个结论，我们需要 Calabi的 Laplace算子的比较定理。我们定义黎

曼流形上的光滑向量场 𝑋 的散度为满足如下条件的 1­形式

div𝑋(𝑌 ) = −𝑔(∇𝐸𝑖𝑋, 𝑌 ), ∀𝑌 ∈ 𝜒(𝑀),

其中 (𝐸𝑖)是规范正交标架。我们定义一个光滑函数的 Laplace为

△𝑓 ∶= div∇𝑓.
18
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我们能够将欧氏空间中的强极大值原理推广到黎曼流形上：

定理 3.2.2 (强极大值原理). 设 𝑓 ∈ 𝐶∞(𝑀)满足△𝑓 ⩾ 0，则 𝑓 在每个局部极大
值点的一个邻域内为常值。特别地，若 𝑓 有全局极大值点，则 𝑓 为常数。
我们不展示这个定理的证明细节，个中技巧与经典版本的证明无异。

定理 3.2.3 (Calabi,1958). 设 (𝑀, 𝑔)是完备的 𝑛­维黎曼流形，并且其 Ricci曲率满

足 𝑅𝑖𝑐 ⩾ (𝑛 − 1)𝑘，𝑝 ∈ 𝑀 是任意一点，考虑距离函数 𝑟(𝑥) = 𝑑(𝑥, 𝑝)，有

△𝑟(𝑥) ⩽ (𝑛 − 1)
𝑠𝑛′

𝑘(𝑟(𝑥))
𝑠𝑛𝑘(𝑟(𝑥)) .

其中 𝑠𝑛𝑘(𝑡)是如下常微分方程的解

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎩

𝑥″(𝑡) + 𝑘𝑥(𝑡) = 0

𝑥(0) = 0

𝑥′(0) = 1.

证明 通过用光滑函数逼近，我们不妨假设 𝑟光滑的情形。考虑函数

𝜌 = △𝑟
𝑛 − 1,

我们有

∂𝑟𝜌 + 𝜌2 ⩽ ∂𝑟𝜌 + 1
𝑛 − 1|Hess 𝑟|2 = − 1

𝑛 − 1𝑅𝑖𝑐(∂𝑟, ∂𝑟) ⩽ −𝑘,

故由如下的引理3.2.4，有

△𝑟(𝑥) ⩽ (𝑛 − 1)
𝑠𝑛′

𝑘(𝑟(𝑥))
𝑠𝑛𝑘(𝑟(𝑥)) .

引理 3.2.4 (Riccati比较原理). 假设两个光滑函数 𝜌1,2 ∶ (0, 𝑏) → ℝ满足

lim
𝑥→0

𝜌1𝑥) − 𝜌2(𝑥) = 0, 𝜌′
1 + 𝜌2

1 ⩽ 𝜌′
2 + 𝜌2

2,

则有 𝜌2 ⩾ 𝜌1.

证明 记 𝐹 是 𝜌1 + 𝜌2的原函数，有

((𝜌2 − 𝜌1)𝑒𝐹 )′ = (𝜌′
2 − 𝜌′

1 + 𝜌2
2 − 𝜌2

1)𝑒𝐹 ⩾ 0,

这便给出所要的结论。 ∎

∎
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下面我们给出刚性定理的证明。

证明 设 𝑝, 𝑞 ∈ 𝑀 满足 𝑑(𝑝, 𝑞) = diam𝑆𝑛
𝑘，记 𝑟1(𝑥) = 𝑑(𝑥, 𝑝), 𝑟2(𝑥) = 𝑑(𝑥, 𝑞)，

有 𝑟1 + 𝑟2 ⩾ diam𝑆𝑛
𝑘。由 Laplace比较定理3.2.3，有

△𝑟1 + 𝑟2 = △𝑟1 + △𝑟2

⩽ (𝑛 − 1)√𝑘(cot(√𝑘𝑟1) + cot(√𝑘𝑟2))

⩽ (𝑛 − 1)√𝑘(cot(√𝑘𝑟1) + cot(√𝑘(diam𝑆𝑛
𝑘 − 𝑟1))) = 0.

不难证明 𝑟1 + 𝑟2 在 𝑀 ⧵ {𝑝, 𝑞} 上光滑。由强极大值原理（定理3.2.2），有

𝑟1 + 𝑟2 ≡ diam𝑆𝑛
𝑘。于是

(𝑛 − 1)
𝑠𝑛′

𝑘(𝑟1(𝑥))
𝑠𝑛𝑘(𝑟1(𝑥)) ⩾ △𝑟1(𝑥)

= −△𝑟2(𝑥)

⩾ −(𝑛 − 1)
𝑠𝑛′

𝑘(𝑟2(𝑥))
𝑠𝑛𝑘(𝑟2(𝑥))

= −(𝑛 − 1)
𝑠𝑛′

𝑘(diam𝑆𝑛
𝑘 − 𝑟1)

𝑠𝑛𝑘(diam𝑆𝑛
𝑘 − 𝑟1)

= (𝑛 − 1)
𝑠𝑛′

𝑘(𝑟1(𝑥))
𝑠𝑛𝑘(𝑟1(𝑥)) ,

于是上面不等式中所有等号均成立。进一步地，

−(𝑛 − 1)𝑘 = ∂𝑟△𝑟1 + (△𝑟1)2

𝑛 − 1
⩽ ∂𝑟△𝑟1 + |Hess 𝑟1|2

⩽ −𝑅𝑖𝑐(∂𝑟, ∂𝑟) ⩽ −(𝑛 − 1)𝑘,

于是上面不等式中所有等号也均成立，故

Hess 𝑟1 =
𝑠𝑛′

𝑘
𝑠𝑛𝑘

d𝑠2
𝑛−1,

从而 𝑔 = dr2 + 𝑠𝑛2
𝑘d𝑠2

𝑛−1。 ∎

第三节 带边流形上的结果

对于带边黎曼流形𝑀，我们可以将边界 ∂𝑀 ⊂ 𝑀 视为嵌入子流形，于是有

第二基本形式：

𝐼𝐼(𝑋, 𝑌 ) ∶= 𝑔(∇𝑀
𝑋 𝑌 , 𝑁), 𝑋, 𝑌 ∈ 𝑇 ∂𝑀,
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其中𝑁 为 ∂𝑀 的单位内法向。我们定义平均曲率：

𝐻 =
𝑛−1

∑
𝑖=1

𝐼𝐼(𝑒𝑖, 𝑒𝑖),

其中 (𝑒1, ⋯ , 𝑒𝑛−1)是 𝑇 ∂𝑀 的规范正交基。

定理 3.3.1. 假设𝑀𝑛紧且 Ricci曲率非负，且𝐻 > 0，则有

∫
∂𝑀

1
𝐻 d𝐴 ⩾ 𝑛Vol(𝑀),

等号成立当且仅当𝑀 等距同构于欧氏球面。

证明 利用 [1]中的定理 4.8，取 𝑓 ∶ 𝑀 → ℝ满足

⎧⎪
⎨
⎪⎩

△𝑓 = 1 in 𝑀,

𝑓 = 0 on ∂𝑀

由散度定理，有

Vol(𝑀) = ∫
𝑀

△𝑓d𝑉 = − ∫
∂𝑀

∂𝑓
∂𝑁 d𝐴 (3.3.1)

由 Cauchy­Schwarz不等式，有 (△𝑓)2 ⩽ 𝑛|∇2𝑓|2，结合 [10]中的（14）式

∫
𝑀

((△𝑓)2−|∇2𝑓|2 − 𝑅𝑖𝑐(∇𝑓, ∇𝑓))d𝑉

= ∫
∂𝑀

(
−2 ∂𝑓

∂𝑁 △∂𝑀𝑓 + (𝑛 − 1)𝐻 (
∂𝑓
∂𝑁 )

2
+ 𝐼𝐼(∇∂𝑀𝑓, ∇∂𝑀𝑓)

)
d𝐴

便得到
Vol(𝑀)

𝑛 ⩾ ∫
∂𝑀

𝐻 (
∂𝑓
∂𝑁 )

2
d𝐴 (3.3.2)

于是

Vol(𝑀)2 (3.3.1)=
⎛
⎜
⎜
⎝

∫
∂𝑀

∂𝑓
∂𝑁 d𝐴

⎞
⎟
⎟
⎠

2

=
⎛
⎜
⎜
⎝

∫
∂𝑀

√𝐻 ∂𝑓
∂𝑁 ⋅ 𝐻− 1

2d𝐴
⎞
⎟
⎟
⎠

2

⩽ ∫
∂𝑀

𝐻 (
∂𝑓
∂𝑁 )

2
d𝐴 ∫

∂𝑀

𝐻−1d𝐴

(3.3.2)
⩽ Vol(𝑀)

𝑛 ∫
∂𝑀

1
𝐻 d𝐴

这便得到所要的不等式。刚性结论的证明见 [9]。 ∎
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利用第二变分公式，Laplace比较定理以及定理3.3.1等工具，文献 [7]证明了

定理 3.3.2. 设带边完备黎曼流形𝑀𝑛 满足 Ricci曲率非负，且边界的平均曲率满

足𝐻 ⩾ (𝑛 − 1)𝑘 > 0，则
sup
𝑥∈𝑀

𝑑(𝑥, ∂𝑀) ⩽ 1
𝑘.

进一步地，若 ∂𝑀 是紧的，则𝑀 也是紧的。此外，等式成立当且仅当𝑀 等

距同构于半径为 𝑘−1欧氏球面。

定理证明涉及较多细节，在这里予以省略。
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