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INTRODUCTION

Les filtrations apparaissent dans divers domaines des mathématiques : géométrie différentielle et algébrique,
théorie des nombres, algebre linéaire, etc.

Dans ce rapport sera résumé notre projet scientifique collectif sur les travaux des études asymptotiques des
filtrations avec un point de vue algébrique. Plus précisément, on démontre le théoreme de valuation de David

Rees (le fhéoréme 2).

Donnons maintenant une breve introduction sur ce théoreme et son histoire.
Soit A un anneau, une filtration sur A est une application f : A — R U {+00} qui vérifie les propriétés
suivantes :

— f(x +y) = min(f(z), f(y)) pour tout x,y € A;
— f(xy) = f(z) + f(y) pour tout x,y € A.
Ezemple 1. Voyons quelques exemples de filtration.

— On peut introduire la filtration induite par un idéal I de A :
fr(z) :=max{neNu {+ow}|xel"}.

— Ordre d’annulation : Prenons A I'anneau des fonctions holomorphes sur un voisinage de 0 dans le plan
complexe. On définit I’application f en envoyant une fonction h holomorphe autour de 0 a son ordre
d’annulation en 0, i.e. f(h) := ordg(h). (On envoie la fonction identiquement nulle & +00.) On peut vérifier
que f est une filtration. Cette filtration est induite par i’idéal engendré par la fonction identité z — z.

— Prenons encore A I'anneau des fonctions holomorphes sur un voisinage de 0 dans le plan complexe. Prenons
f/=min(f,1), alors f’ est une filtration.

Pour une filtration f, on a la fonction de Samuel

= lim M

n—o0 n

fhom

Cette fonction a été proposée par Pierre Samuel, qui conjectura dans Some asymptotic properties of powers
of ideals [Sam52] (ouvrage qui marqua le début des études de la théorie asymptotique des idéaux) que celle-ci
prenait toujours des valeurs rationnelles dans le cas des filtrations induites par des idéaux. Cette conjecture fut
résolue indépendamment par Rees [Ree56] et Nagata [Nagh7]. Dans ce projet, on étudie la solution de Rees, qui
est le théoréme suivant :

Théoréme 2 (Rees 1956). Soient A un anneau noethérien et I < A un idéal. Alors il existe de maniére unique
reNjer, - ,e. €Q et les valuations surjectives vy, --- ,v. a valeur dans 7Z, tels que

hom _ : ﬂ
I (33) N 1I£i127“ (61)

et tels que ’écriture du minimum en termes de ces v valuations est irréductible.

Ot une valuation est une filtration v positive telle que v(zy) = v(x) + v(y).
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Ezemple 3. — Dans llexemple 1] la deuxiéme filtration (ordre d’annulation) est une valuation, tandis que la
troisiéme n’est pas une valuation.

— Prenons A = C[X,Y]. Pour un polyndéme P € A, on considére la restriction sur la courbe (¢, e')sec. Par
analycité, on peut I'écrire en suite formelle

P(t,e") = > a;(P)t'.

=0

Définissons v(P) comme indice minimale i telle que a;(P) # 0. On vérifie bien que c’est une valuation.
— Prenons encore A = C[X,Y]. Pour un polynéme P € A, on écrit P(X,Y) = Zi’j a; ;XY on définit
v(P) :=min{i + 25 : a; ; # 0}, c’est bien une valuation.

Dans ce rapport, nous verrons plus en détail ces définitions et nous développerons une boite a outils pour
aborder le théoréme de Rees. Dans le [chapitre 1] nous introduirons les résultats de ’algébre commutative : nous
parlerons notamment d’anneaux et modules noethériens, un concept essentiel de I’algebre commutative ; ainsi
que les définitions d’anneaux et modules gradués, et enfin un critére pour justifier la nothérienité d’un anneau
gradué (théoreme 1.16)). On donne ici une motivation géométrique pour la notion de Noethérienité :

En géométrie algébrique, on peut établir une correspondance entre les idéaux et les sous-ensembles algébriques
de la maniére suivante. Considérons P* = {(z1,..., z,) € C", 31, z; # 0}/C* (espace projectif) et prenons I un
idéal des polynomes homogenes sur P™, on lui associe ’ensemble algébrique

V(I):={zeP":Vfel, f(z)=0}

En faisant résonner cette notion avec la noethériennité des anneaux, on a qu’une suite croissante d’idéaux donne
une suite décroissante d’ensembles algébriques.

Réciproquement, & un ensemble algébrique X nous associons 'idéal 1(X) des polyndémes homogeénes s’annulant
sur X, ie., I(X) :={f € C[ Xy, Xa,--+, X,,] homogene :Vz e X, f(x) = 0}.

Ceci nous permet de visualiser les idéaux de maniére géométrique. Par exemple, prenons un ensemble
algébrique X non irréductible, c¢’est-a-dire s’écrivant comme union de deux ensembles strictement plus petits X7
et Xo, alors nous vérifions facilement que I(X) n’est pas un idéal premier. En effet prenons f € I(X1)\I[(X),
g€ I(X2)\I(X), alors fge I(X). Alors le de E. Noether sur les premiers minimaux nous montre
que tout ensemble algébrique peut s’écrire comme une union finie d’ensembles algébriques irréductibles.

Dans le nous parlerons de localisation, des premiers associés et de l'intégralité. Les études de
ces conceptions donnent des outils puissants pour la suite. Dans le nous définirons les filtrations
noethériennes, qui seront les objets principaux de notre étude. Dans le [chapitre 4] nous parlerons d’anneaux
de valuation et d’anneaux de Krull, afin d’énoncer le théoréeme de Mori-Nagata (théoreme 4.15|), qui sera un
outil important pour démontrer le théoreme de Rees; puis finalement nous réinterpréterons dans le le
théoreme de Mori-Nagata en utilisant les valuations de Krull, que I’on définira, et nous pourrons alors démontrer
le théoréme de Rees.
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LISTE DES NOTATIONS

Anneau : A

Anneau gradué : G, H, - --

Corps : k, C,---

Idéaux : I, J, ---

Idéaux premiers : p, q, - - -

idéaux maximaux : m

Spectre d’anneau : Spec A

Anneau total des fraction : Frac A

Module : M, N, ---

Annihilateur d’un ensemble : Ann g S

L’ensemble des annihilateurs de seul élément dans un ensemble : anny S
L’ensemble des premiers associés & un module : Assy M

Filtration : f, g, - --

L’ensemble des filtrations & valeurs dans un sous-ensemble de R sur un anneau : Filg A
L’ensemble des valuations sur un anneau : Val A

L’équivalence entre deux filtrations : f ~ g

Radical d’un idéal : /T

Cloture intégrale d’une filtration : f*
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1
NOETHERIENITE

Dans cette partie, nous introduirons des notions dans ’algebre commutative qui seront utiles dans notre
projet, par exemple, celle de Noethérienité, en suivant (principalement) le livre d’Atiyah-MacDonald .
Nous parlerons aussi du radical d’un idéal et donnerons son expression comme intersection des idéaux premiers.
Enfin, nous discuterons en particulier le cas d’un anneau Noethérien.

Dans la suite de ce chapitre, A sera un anneau commutatif.

1.1 ANNEAUX ET MODULES NOETHERIENS

La notion de Noethérienité joue un roéle trés important dans I’algebre. Dans cette partie, nous donnerons les
définitions des anneaux et modules noethériens et démontrerons leur équivalence ainsi que quelques résultats

connus, notamment le théoreme de base de Hilbert (théoreme 1.9)).

Définition 1.1 (Anneau Noethérien). On dit que A est Noethérien si tous ses idéaux sont de type fini, ou de
maniere équivalente, toute suite croissante d’idéaux est stationnaire.

Définition 1.2 (Module Noethérien). Soit A un anneau, un A-module M est dit Noethérien si tout sous-module
de M est de type fini, ou de maniere équivalente, toute suite croissante de sous-modules de M est stationnaire.

Remarque 1.3. Un anneau A est Noethérien si et seulement s’il est Noethérien en tant qu'un A-module car les
sous-modules de A sont exactement les idéaux.

Montrons maintenant ’équivalence entre les différentes définitions :

Proposition 1.4. Soit A un anneau, et soit M un A-module, alors les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. Tout sous-module de M est de type fini.
2. Toute suite croissante de sous-modules de M est stationnaire.
3. Toute famille non-vide de sous-modules de M admet un élément maximal.
4. Pour toute suite (fn)nen d’éléments de M, il existe m € N tel que pour tout n > m, on peut écrire f,

comme combinaison linéaire de fo, f1,- -+, fm avec coefficients dans A.

Démonstration. Nous démontrons I’équivalence par les implications cycliques suivantes :

(=@ =) =] ¢ ()=

(1) = (2) = Soit Ny € Na € --- une suite croissante de sous-modules. Posons N = [ J; -, N. Alors N est un
sous-module de M. Par (1), N est engendré par un nombre fini d’éléments z1, ..., z,. Chaque z; appartient &
un Ng,. Soit m = max{k;}, alors N € N,,, donc N = N,,, et la suite stationne.

(2) = (8) : Par l’absurde, supposons qu’une famille F n’ait pas d’élément maximal. Alors, on peut construire
une suite infinie strictement croissante Ny & No & - -, ce qui contredit (2). Donc F admet un élément maximal.
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(3) = (1) : Soit N € M un sous-module. Considérons F := {sous-modules de type fini de N}. On sait que F
est non vide car il contient {0}. Par (3), il existe un élément maximal N’ € F. Si N’ # N, soit x € N\N' alors
N’ + Az contredit la maximalité de N. On conclut que N’ = N donc N est de type fini.
(1) = (4) : Soit (f,) une suite dans M. Alors, le sous-module N = {f;, nen est de type fini par (1). Soient
g1, -- -, gk des générateurs de N, chaque g; est combinaison linéaire d’un nombre fini de f,. Soit m le plus grand
indice utilisé, alors fi+1, frt2,--- € {fo, -+ frny-
(4) = (1) : Par labsurde, supposons qu’il existe un sous-module N qui n’est pas de type fini. Alors on construit
par récurrence une suite (f,) ot fri1 ¢ (fo,- .., fry, ce qui contredit (4). Donc N doit étre de type fini.

Les implications ci-dessus montrent ’équivalence. O

Cette équivalence nous donne une flexibilité d’utiliser la notion de noethérienité dans ce projet. Voyons par
exemple le théoréme des premiers minimaux de Noether :

Théoréme 1.5 (Théoréme des premiers minimaux de Noether). Soit A un anneau Noethérien et I < A un
idéal, alors il n’exite qu’un nombre fini d’idéaur premiers minimaux (par inclusion) contenant I.

Remarque 1.6. Ces idéaux sont appelés les premiers minimaux sur /.

Démonstration. Considérons la famille K := {I < A : le théoréme n’est pas vrai}. Il faut montrer que K est
vide, supposons le contraire. Alors K admet un élément maximal d’apres la noethérienité de A 3))7
notons Iy cet élément maximal. Iy n’est donc pas premier car s’il I'est, il est forcément le seul idéal premier
minimal contenant Ij.

Prenons f,g € A\I tels que fg € I. Alors les premier minimal contenant I contient soit (I, f), soit (Ip, g).
On en déduit qu’il y a au moins un parmis (Iy, f) et (Io, g) qui est encore dans K. Cela contredit ’hypothese
que K soit maximal. O

Le théoréme suivant est une propriété remarquable des modules Noethériens, il donne une critiere de
noethérienité en ramenant aux modules "plut petits" :

Théoréme 1.7 (Suite exacte courte et Noethérienité). Soit A un anneau et soit une suite exacte courte des

A-modules : 0 — M' 5 M % M” — 0. Alors M est Noethérien si et seulement si M’ et M" sont Noethériens.
En particulier, les sous-modules et les quotients d’un module Noethérien est encore Noethérien.

Démonstration. (=) : Supposons que M est Noethérien, alors tout sous-module N’ de M’ s’identifie & un
sous-module de M, donc est de type fini, donc M’ est Noethérien.

Montrons que M” est Noethérien : Soit N” = M” un sous-module. Notons N = g~!(N") son image réciproque
dans M. Puisque M est Noethérien, N est engendré par un nombre fini d’éléments 1, ..., z,. Alors N” = g(N)
est engendré par g(z1),...,g(xy), donc de type fini.

(«=) : Supposons M’ et M" Noethériens. Soit N € M un sous-module. Considérons la suite exacte induite :

0—>NnM — N —g(N)—0,

on a N n M’ est de type fini car c’est un sous-module de M’ et M’ est Noethérien. De méme, g(N) € M” est
de type fini car M" est Noethérien.

Soient {y1,...,yx} des générateurs de N n M’ et {z1,...,Z,} des générateurs de g(N). Choisissons des
relevements z; € N avec g(z;) = Z;. Alors N est engendré par {y1,..., Yk, 21,...,2m}, donc de type fini. O

Pour des exemples (et contre-exemples) sur la Noethérienité et le [théoreme 1.7] veuillez consulter
Avec le on obtient le résultat suivant :

Théoréme 1.8. Soient A un anneau Noethérien et M un A-module de type fini, alors M est un A-module
Noethérien.
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Démonstration. Montrons d’abord que les modules libres A™ sont Noethériens par récurrence sur n > 1 :

Sin =1: A est Noethérien par hypothese (remarque 1.6)).

Supposons que A" est Noethérien. Alors la suite exacte 0 — A" — A"+ — A — 0 montre que A"*! est

Noethérien d’aprés Donc A™ est Noethérien pour tout n > 1.
Supposons maintenant que M est engendré par myq, ..., m, et considérons le morphisme :

n
@:An_)M7 (ala"'van)’_)zaimiv
i=1
ce morphisme est surjectif, donc donne une suite exacte 0 — ker(p) - A™ — M — 0. Par puisque
A™ est Noethérien, M est aussi Noethérien, ce qui termine la démonstration. O

On va conclure cette partie avec un résultat célebre sur la Noethérienité : le théoréeme de base de Hilbert.

Théoréme 1.9 (Théoreme de base de Hilbert). Soit A un anneau Noethérien, alors A[X] est un anneau
Noethérien.

Démonstration. Soit I € A[X] un idéal. Montrons que I est de type fini. Pour tout n > 0, on définit I'idéal :
Jp={aeA:3Pel, P=aX" + (termes de degré <n)} v {0}.

On a J, € J,i1. En effet, si P = aX™ + (termes de degré < n) est dans I, alors XP = aX"t! +

(termes de degré < n + 1) l'est dedans aussi. Et la suite Jo < J; € Jo € --- stationne car A est Noethé-
rien. Prenons m € N tel que J,, = J,,, pour tout n > m.
Pour chaque 0 < k < m : Jj est de type fini comme idéal de A car A est Noethérien, notons a1, ..., Gk,

des générateurs de Jy, et prenons des fi; € I de degré k avec coefficient du terme de degré plus haut ax;. Notons
Fi={lul0<k<m, 1<i<rg}

Montrons que F engendre tous les P € I par récurrence sur d = deg(P) pour P € I : C’est trivial pour P = 0.
Pour d = 1, si P = a est dans I, alors a € J;, donc P = a = > \jaq; avec \; € A, donc F engendre P.

Supposons maintenant que F engendre tous les éléments de I de degré plus petit que d, alors :

Si0 < d< m, notons P = aX?+ --- avec a € Jg, écrivons donc a = . \ag; avec \; € A. Alors
P->N\NX d—deg(fai) £, est de degré plus petit que d. Et on peut conclure par hypothése de récurrence.

Si d > m, pusque Jg = Jp, on & @ = . film;. Alors P — > 1, X947 f,.; est de degré plus petit que d, et on
conclut par hypothese de récurrence. O

1.2 RADICAL D’UN IDEAL

Dans cette partie, nous allons introduire le concept de radical, puis donner une expression en terme d’
idéaux premiers, et enfin discuter d’un résultat de classification des idéaux selon leurs radicaux dans un anneau
Noethérien.

Définition 1.10. Soient A un anneau et I ¢ A un idéal, alors
VI:={ae A|IN € Nog,a" €I}
est un idéal de A, appelé le radical de I.
Voici une description du radical par des idéaux premiers qui va nous servir apres :

Théoréme 1.11. Soient A un anneau et I < A un idéal, notons P(I) := {p|p S A un idéal et I < p} l’ensemble
des idéaux premiers contenant I, on a alors
Vi= M »

peP(I)
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Démonstration. Inclusion < : Soit a € v/1. Il existe n > 1 tel que a” € I. Pour tout idéal premier p € P(I), on
a I < p, donc a™ € p. Comme p est premier, cela implique que a € p. Ainsi, a appartient a tous les p € P(I).
Inclusion 2 : Supposons qu’il existe a € ﬂpepm p avec a ¢ /1. Alors a” ¢ I pour tout n > 1.

Considérons la famille d’idéaux F = {J < A|J idéal, I < J, Vn = 1, a™ ¢ J }. Cette famille est non vide car
I € F. Par le lemme de Zorn, F admet un élément maximal q. Montrons maintenant que q est premier. En effet,
supposons z ¢ q et y ¢ q. Alors, g+ (z) ¢ F (par maximalité de q), donc il existe n, > 1 tel que a™ € q+ (z). De
méme, il existe n, > 1 tel que a™ € q+(y). Notons n = ng+n,,. Alors, a™ = a™a™ € (q+(x))(q+(y)) S q+ (zy).
Si xy € ¢, on aura a™ € ¢, ce qui contredit q € F. Donc zy ¢ q, et q est premier.

Par construction, q € P(I) et a ¢ q, ce qui contredit a € ﬂpep(l) p. On conclut que 'hypothése a ¢ /T est

fausse. Done (yepy P S V1. O

Voyons un exemple qui illustre la motivation géométrique du concept de radical :
Ezemple 1.12. Soit A = C[Xy, X3], prenons f; = (X1 — 1)(X2 — 3)? et fo = (X3 — 1)*(X2 — 3). Notons
f=(X1—-1)(X2-3),ona fl e (f) = (f) et f2 € (f1) S (f), donc 1/(f1) = A/(f2). En effet, on constate

que (f) = m pour i = 1,2. On remarque aussi que le lieu d’annulation de ces trois idéaux coincident :
V((£1) =V((f2)) = V((f)) = {(z1,22) € C* 1 21 = 1 ou wp = 3}

Cet exemple illustre un phénomeéme dans la géométrie algébrique, deux idéaux avec le méme radical
correspondent au méme lieu d’annulation, ce qui motive le résultat suivant :

Théoréme 1.13. Soit A un anneau Noethérien, soient I,J deux idéauz de A, alors VI = /J si et seulement
s’il existe N € Nog tel que IN < J et JN < 1.

Pour démontrer ce théoréme, on a besoin du lemme suivant :

Lemme 1.14. Soit A un anneau (pas forcément Noethérien), soit I = A un idéal tel que \/T est de type fini,
alors il exviste N € N-g tel que (vVI)N < I.

Démonstration. Soient ai,--- ,aj des générateurs de v/I. Par définition du radical, pour chaque a;, il existe
n; € Nxg tel que a)* € I. Posons N :=nj + - - - 4+ ny. Tout élément de (\/T)N est une combinaison de produits de
N éléments de +/I. En développant, chaque terme contient au moins un a;® (par le principe des tiroirs). Comme
a;’ € I, chaque terme appartient a I. Ainsi, (VDN c I O

Démonstration du Théoréme[L.13 (=) : Si VI = +/J. Puisque A est Noethérien, v/I est de type fini. Par
il existe Ny tel que (v I)™ < I. De méme, il existe Ny tel que (v/J)V2 < J. Puisque v/T = +/J, on a
(VDN c T cIet (v J)N2> ¢ Jc+J. Posons N = max(Ny, Ny), alors IV < (V)N < Jet JN < (V)N c I
():SilVNcJet JN L On a VIV = /I, donc on a /T = /IN  +/J. Par symmétrie v/T = +/J. O

1.3 ANNEAUX ET MODULES GRADUES

Dans cette partie, nous aborderons les anneaux et les modules gradués, qui nous seront utiles pour comprendre
le comportement des filtrations, notamment les filtrations a valeurs entiéres.

Définition 1.15. Soit G un anneau, on dit que G est gradué s’il existe une décomposition en somme directe en
tant qu’un groupe (additive)

G = @Gn t.q. Gm-Gn < Gpan,Ym,neZ.

nez

Dans ce cas, on note

Gt = (—B G,, G = (—B G-

n=0 n<0
Soient G un anneau gradué et M un G-module, on dit que M est gradué s’il s’écrit comme

Mz@Mn t.q. Gn-M, cGpin,Vm,neZ.

nez
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Un élément de G,, ou M, est dit homogene de degré n.
Soient M un module gradué et N ¢ M un sous-module. On dit que N est un sous-module gradué si

N=@Nn M,

nez

Un idéal I < G est dit gradué s’il est gradué en tant que module.

Voici une critiére de noethérienité pour les anneaux gradués :
Théoréme 1.16 (Samuel, 1953 [Sam53]). Soit G un anneau gradué, alors les assertions suivantes sont équiva-
lentes :

1. G est Noethérien.

2. Tout idéal gradué de G est de type fini.

3. Go,GT, G~ vérifie la condition précédente, et G,, est un Go-module de type fini pour tout n € Z.

4. Gqo est Noethérien et il existe des éléments homogénes x1,- -+ ,x, de degré > 0, et y1,--- ,ys de degré <0

tels que Gt = Golz1,--+ ,2.],G™ = Goly1, -+ ,ys]-

Remarque 1.17. Un exemple d’anneau gradué sera ’anneau de polyndéme A[X]. Plus généralement, on peut
parler des anneaux H-gradué, oi H est un groupe abélien, le cas H = Z™ correspond & l'exemple A[ Xy, -+, X,].
On peut trouver une généralisation du théoréeme de Samuel ci-dessus dans le cadre des anneaux H-gradués due a
Goto-Yamagishi dans [GY83].

Démonstration. Nous démontrons ’équivalence par les implications cycliques suivantes :

()= ()= B)= @)= ()]

(1) = (2). Si G est noethérien, tout idéal (gradué ou non) est de type fini par définition.

(2) = (3). Montrons que Gy est Noethérien : Soit a € Gy un idéal. Considérons I'idéal gradué I = aG. Par
(2), I est de type fini. Les générateurs peuvent étre choisis dans dans a, ce qui montre que a est de type fini,
donc Gy est Noethérien.

Montrons maintenant que G,, est un Go-module de type fini : Fixons n € Z. Considérons I = G,,G est de type
fini par (2), les générateurs peuvent étre choisis dans G, et ils engendrent donc G,,. G,, est ainsi un Gy-module
de type fini.

Vérifions enfin que Gt et G~ wvérifient la condition de (2) : Pour tout idéal gradué It = G, on considére
l'idéal gradué I = I*G de G, qui est de type fini par (2), supposons qu'il est engendré par aj,as, - - , ax. Notons

m = max deg(a;),

1<i<k
tous les éléments de I de degré au moins m sont donc engendré par ai,as, - - ,ai. Pour n <m, I n G, est un
G-sous-module de G,,, que 'on a montré Noethérien, on conclut que I n G,, est de type fini et donc I est de
type fini, engendré par ay, as, - - - ,ax et les générateurs de I N G,,,0 < n < m.

Le raisonnement pour G~ est analogue.

(8) = (4). Pour G : considérons g™ < G 'idéal engendré par les éléments homogenes de degré strictement
positif. Cet idéal est de type fini par (3), et les générateurs peuvent étre choisis homogenes de degré strictement
positif, d’ou le résultat. Le raisonnement pour G~ est analogue.

(4) = (1). On a d’apres (4) que G = Go[z1,- -, T, Y1, ,Ys] qui est un quotient d’un anneau de polyndme
sur Gg avec r + s variables libres. Puisque G est Noethérien, G l'est aussi d’apres le théoreme de base de Hilbert
(théoreme 1.9) et lemme A.4] O

Terminons cette section avec deux résultats qui vont nous servir apres :

Théoréme 1.18. Soient G un anneau gradué, M un G-module gradué, et I — G un idéal (pas forcément gradué).
Supposons qu’il existe m’ € M\{0} tel que Im' = 0, alors il existe m € M\{0} homogéne tel que Im = 0. Par
conséquence, notons I' 1’idéal gradué minimal contenant I, on a alors I'm = 0.
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Démonstration. Soit N = {m e M |I-m = 0}. Par hypotheése, N # {0} car m’ € N. Soit

m'=2mdeN
deZ

avec mg € My. Pour tout a e I :
a-m= Ea-md:O.
deZ

Par graduation de M, prenons a’ le composant homogéne de a avec le plus grand degré, alors chaque terme
a’ - mq appartient & Mgeg(q/)4q- Donc @’ - mg = 0 pour le plus grand d, et ainsi pour tout d par un argument de
récurrence, cela implique mgy € N. Donc N est gradué, il contient donc un élément homogene non nul m € N n My
pour certain d.

I’ est engendré par des composantes homogenes des éléments a € I, donc I’ - m = 0. O

Théoréme 1.19 (Evitement des premiers, version graduée). Soit G un anneau gradué et H un sous-anneau
gradué. Supposons que py,--+ ,p, sont des idéauzr premiers tels que pour tout i, il existe x; ¢ H homogéne de
degré > 0. Alors il existe x € H tel que x & p; pour tout i.

Démonstration. Par récurrence sur r, Le cas de base r = 1 est trivial. Supposons que le résultat est vrai pour

r — 1 premiers, considérons le cas de r premiers. Par hypothese de récurrence, pour tout 1 < i < r, il existe

y; € H homogene tel que y; ¢ p; pour j # . S’il existe un ¢ tel que y; € p;, alors prenons x = y; ; si pour tout ¢,

on a y; € p;, supposons sans perte de généralité que deg(z;) = deg(y;) (sinon on remplace avec leurs certaines
puissances) et prenons

T
€T = xX; n Yj-
i=1  j#i

En considérant 'anneau A comme un anneau gradué concentré en degré 0, on obtient

Théoréme 1.20 (Evitement des premiers, version non-graduée). Soit py,...,p, € Spec A, et J un sous-anneau
de A (non nécessairement unitaire). Si J < Uj p;, alors il existe j tel que J < p;.

Corollaire 1.21. Soit A un anneau commutatif et I un idéal de A ; soit py,...,pn € Spec A et a € A.
St aA + 1 & p; pour tout i, alors il existe x € I tel que a + x ¢ |, p;.



2
LOCALISATION, PREMIER ASSOCE ET CLOTURE
INTEGRALE

2.1 LOCALISATIONS

Dans le cadre du théoreme de Rees, il est nécessaire de définir et de donner quelques propriétés sur les
localisation, chose a laquelle nous nous attellerons dans cette partie.

Définition 2.1 (Localisation). Soit un anneau A, un A-module M, et un sous-ensemble U < A fermé
multiplicativement. Nous définissons la localisation de M & U, notée M[U~] ou U1 M, comme I’ensemble
des classes d’équivalence de paires (m,u) avec m € M et u € U, ou la relation d’équivalence est définie par
(m,u) ~ (m/,u') si et seulement s’il existe un élément v € U tel que v(u'm — um’) = 0 dans M. La classe
d’équivalence de (m,u) est notée . Nous équipons M[U ~1] de la structure d’'un A-module en définissant les

opérations suivantes :
!/

m m uw'm 4+ um’ m ™m
w o u! C"\W) T
!
our mm’' e M, u,u' € U et r € A. Il est & noter que ¥ = ™ et I'inverse additif de ™ est =, comme on
b b b w'u u? u T

pourrait s’y attendre. La localisation est équipée d’un morphisme naturel de A-modules M — M[U~!] qui
envoie m vers .

Ezemple 2.2. — Soit u € A\{0}, alors U(u) := {u™ : n € N} est un ensemble fermé multiplicativement, on
éerit A,y pour la localisation A[U (u)™1].

— Prenons un idéal premier p, ensemble U, := A\p est fermé multiplicativement, et on peut donc prendre la
localisation My, d'un A-module A a Uy, on le notera M, pour simplicité.

Remarque 2.3. Nous pouvons écrire
a
Ay = {f ‘aeA, SEA\p}
s
On va expliquer la raison du terme "localisation" :

Définition 2.4. Un anneau A est dit local s’il admet un seul idéal maximal, ou de maniere équivalente, si ses
éléments non inversible forment un idéal.

Proposition 2.5. Soient A un anneau et p un idéal premier de A. Alors A, est local avec pA, son idéal
maximal.

Démonstration. Si x € Ay\pA,, alors x s’écrit a/s avec a, s ¢ p donc comme a ¢ p, x est inversible dans A,. O

Le but de ce chapitre sera notamment de démontrer la propositon suivante, importante puisque nous
travaillons dans le cadre des anneaux noethériens :

Proposition 2.6. Une localisation d’un anneau noethérien est noethérienne.
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Pour cela, montrons au préalable quelques résultats intermédiaires.

Remarque 2.7. 11 est pratique d’étendre un peu la notation : si U € A est un ensemble arbitraire, et U* < A est
I'ensemble fermé multiplicativement de tous les produits d’éléments de U, alors nous posons M[U~1] := M[U™'].
Si nous appliquons la définition dans le cas o M = A, la localisation résultante est un anneau, avec la

multiplication définie par
r\ [\
w)\w ) w’

et en fait M[U1] est un A[U~!]-module avec 'action définie par
R Y (R
u)\w ) u

Proposition 2.8. Soit U un ensemble fermé multiplicativement de A, et soit M un A-module. Un élément
m e M va a 0 dans M[U™] (c’est-a-dire m/1 = 0) si et seulement si m est annulé par un élément ue U. En
particulier, si M est de type fini, alors M[U™] = 0 si et seulement si M est annulé par un élément de U.

pourr€ A, me M et u,u € U.

Démonstration. La premiere affirmation est immédiate a partir de la définition. Pour la deuxieme, notons que si
les générateurs m; € M sont annulés par des éléments u; € U, alors M est annulé par le produit des u;. O

Pour le reste de cette section, A sera un anneau, U un sous-ensemble fermé multiplicativement, et M un
A-module.

Proposition 2.9. Soit ¢ : A — A[U™'] le morphisme naturel r — %. Pour tout idéal I = A[U'], nous avons
I = Y D)A[UT].

Démonstration. L'inclusion I € ¢~ 1(I)A[U~!] est évidente et I'inclusion réciproque suit parce que pour tout
élément L e I, avec r € A et ue U, I'élément r est dans ¢~ '(I). O

Nous pouvons alors démontrer le résultat voulu au début de la section :

Démonstration de[proposition 2.6, Si I < A[U~'] est un idéal, alors, d’apres la proposition [proposition 2.9
I = 1(1)A[U™1], ainsi I est engendré par les images dans A[U 1] d’un ensemble de générateurs de p—1(1). Si
A est Noetherien, alors ¢=1(1) est de type fini, donc I 'est aussi. O

On conclut cette partie par un résultat tres classique dont on aura besoin :

Théoréme 2.10. Les deuz applications envoient, respectivement, un idéal I de A disjoint de U a l'idéal TA[U 1]
de A[UY], et un idéal J de A[lU™] @ p=1(J) sont inverse l'une de autre, et donnent une correspondance
bijective entre l’ensemble des idéauz de A{lU™!] et l'ensemble des idéauz de A disjoints de U. Elles envoient les
idéaux premiers aux idéaur premiers.

Démonstration. Par dénition, on peut vérifier sans peine que, soit I € A un idéal disjoint de U, alors TA[U 1]
est un idéal de A[U~']; et inversement, pour tout idéal J < A[U1], p~1(J) est un idéal de A disjoint de U.

D’aprés il reste & montrer que ¢ (IA[U™!]) = I. En effet, si a € ¢~ (TA[U™!]), alors
2 e JTA[U™!], donc a € I car I est disjoint de U.

Soit maintenant p € A un idéal premier disjoint de U. Alors pA[U 1] est premier dans A[U~!]. En effet, si

. % e pA[U~1], alors ab € p, donc a € p ou b € p.

Réciproquement, si g € A[U~'] est premier, alors ¢~!(q) est premier dans A. Si ab € ¢~!(q), alors 2 € q,
donc 2 e qou b eq,ie aepl(q) oube p(q). Donc les applications I — TA[U~'] et J — ¢~1(J) sont des
bijections inverses préservant les idéaux premiers. O

2o
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2.2 PREMIER ASSOCIE

Dans cette section, A sera un anneau commutatif quelconque, et M sera un A-module quelconque. Notons
Spec A 'ensemble des idéaux premiers de A, i.e.,

Spec A == {p|p est un idéal premier de A}

on 'appele le spectre de A. Soit I un idéal de A, et on écrit m: A — A/I la projection canonique. On sait que
71 est une bijection entre les idéaux de A/I et les idéaux de A qui contiennent I, ainsi qu’une bijection entre
les idéaux premiers de A/I et ceux de A qui contiennent I, donc on considére Spec(A/I) comme un sous-espace
(ou un sous-ensemble) de Spec A.

Soit Ay un sous-anneau de A.

Définition 2.11. Soit I un idéal de Aj et S un sous-ensemble de A. On définit le quotient d’idéal de I par S
dans A comme

(I:ﬁo S)={xeAlxScI}

Cela est manifestement un Ag-module. En particulier, si Ag = A, alors, dans le cas ou cela ne préte pas a
confusion, on note (1 : S) = (I :4 9).
Quand S = {a} est un ensemble singleton, nous notons (I : a) = (I : S).

Définition 2.12. Pour un idéal I de Ag, on écrit

", sin >0,
1™ =1 4, sin=0, et 0% =y,
(Ag :ﬁo I™), sin<0,

On a évidemment (™ () < T(m+7) pour m, n € Z. Mais il faut faire attention que généralement (=) # (1(=1)~
pour n > 0.

Définition 2.13. Pour tout m € M, on définit 'annulateur de m par Anngm = {a € Alam = 0}. Pour tout
sous-ensemble S € M, on définit anny S = { Anng m|m € S\{0} } et on définit 'annulateur de S par

Anngy S = ﬂ I={aeAlam =0 pour tout me S }.

Ieanny S
Nous énumérons les propriétés fondamentales suivantes :

Proposition 2.14. Soit I, J, K des idéaux de A, alors

(1) KJcI ssi. Kc(I:J). (6) (I:(J+K)=I:J)n(I:K).
(2) (I:J)=Annu((I+ J)/I).
(3) JcIssi (I:J)=A.
(4) (I:A) =1 (8) Si A est intégre, alors (I : (a)) = 1(I n (a)) (dans
(5) (I:JK)=(I:J):K). Frac A) pour tout a € A.

(1) (InJ:K)=(:K)n(J:K)

Démonstration. (1) Si KJ < I, alors pour tout k € K et j € J, kj € I. Ainsi, kJ < I, donc k € (I : J).
Réciproquement, si K < (I : J), alors KJ = (kj: ke K,je J) c I.

(2) Notons M = (I +J)/I = J/(I nJ). Un élément = € A annihile M s.s.i. zJ < I, ce qui correspond
exactement a la définition de (I : J).

(3) SiJcIalors1-J=JcI,donc1e(I:J),ceciimplique A = (I :J). Réciproquement, si (I : J) = A,
alors 1€ (I:J),donc J=1-Jc 1.

(4) Par définition, z € (I : A) <= xA c I. Comme [ est un idéal, z € I < zAcI.
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(5) Soit xe (I:JK). AlorszJK < I, doncxK < (I:J),donze ((I:J):K),donc(I:JK)<c (({:J):K).
Inversement, si z € (({ : J) : K), alors 2K < (I : J), donc «KJ < I, soit z € (I : JK), donc
(I:JK)2((I:J):K).

6) ze(I:(J+K)) = 2(J+K)cl «—= asJcletzKcl «— ze([l:J)n([:K).
(MNMzeInJ:K) = zKclInJ < zKcletaKcJ < z€(I:K)n (J: K).

(8) Soit = € (I : (a)). Alors za € I N (a), donc z = % € (I ~ (a)). Réciproquement, si z = £ avec y € I n (a),
alors za =y € I, donc z € (I : (a)). O

Proposition 2.15. Soit p € Spec A et S < A tel que S\p # &, alors (p: S) =p.

Démonstration. C’est évident que p < (p : S). Pour 'autre sens, on prend s € S\p, alors (p : S)s < p, mais p est
premier, donc (p : S) < p. O

Proposition 2.16. Soit I un idéal de A et S un sous-ensemble de A. On écrit m: A — A/I la projection
canonique, alors Annw(S) = (I:5).

Démonstration. On remarque que arw(S) = 0 ssi aS < I pour tout a. O
Définition 2.17. Un module M est dit fidele si Ann M = 0.

Définition 2.18. On définit Assq M := anns M n Spec A, ses éléments sont appelés les idéaux premiers
associés a M. S’il n’y a pas de risque de confusion, on abrégera Asss M en Ass M.

Ezemple 2.19. Si A est intgre, et I # 0 est un idéal de A, alors Asss I = {0}.
Proposition 2.20. Soit p € Spec A, alors p € Ass M ssi A/p est un sous-module de M.
Démonstration. Sip = Annm € Ass M, on définit
¢: A— M,

a — am,

alors p = ker ¢, donc A/p est un sous-module de M.
Réciproquement, si A/p est un sous-module de M, alors 1 + pe€ A/p < M, et alors

p=Ann(l+p)eAssM. O
Le but de cette section est de prouver le théoréme suivant :

Théoréme 2.21. Soit A un anneau noethérien, et M un A-module de type fini, alors
(a) 0 < |Ass M| < c0.

(b) On a évidemment Ann M € p pour tout p € Ass M. Réciproquement, si p € Spec(A/Ann M) < Spec A est
minimal dans Spec(A/Ann M), alors p € Ass M.

(¢c) On a

U p= U I = {0} v {diviseurs-de-zéro de M}.
peAss M Ieann M

(d) Ass commute avec localisation, c’est-a-dire que pour tout ensemble multiplicatif S de A, on a
Assg-14S'M = {Silp |p € Assqa M tel quepn S = }

Nous allons d’abord démontrer (d) :
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Démonstration de (d). Soit p € Assg M tel que S np = ¢, alors A/p est un sous-module de M,
et donc S™1A/S~!p est un sous-module de S~'M. Puisque S~'p € Spec S™1A, en utilisant on
sait que S7'p e Assg-14 STIM.

Soit q € Assg-14 S~'M, alors il existe un unique p € Spec A tel que S Nnp = J et S~'p = q. Puisque les
éléments de S sont inversibles dans S™!A, alors il existe m € M tel que ¢ = Anng-1 4 m. Etant donné que A est

noethérien, on peut supposer que p = (a1, ...,a,). Comme § € ¢ = Anng-14 m, il existe s1,...,s, € S tels que
s;a;m = 0. On prend s = [ [ s;. D’une part, c’est évident que p € Ann(sm); d’autre part, si a € Anny(sm),
alors as € q = S™1p, donc a € p, donc on a p = Anna(sm) € Assy M. O

Proposition 2.22. Si [ est un mazximal de ann M, alors I € Ass M.

Démonstration. Soit I = Anny m maximal dans ann M. Supposons ab € I avec a,b ¢ I. Alors abm = 0 mais
am # 0. L’annulateur J = Ann 4(bm) contient I et a, ce qui contredit la maximalité de I. Donc I est premier,
ie. I € AssM. O

Corollaire 2.23. Si A est noethérien, alors Ass M # (.

Démonstration. Comme A est noethérien, I’ensemble ann M admet un élément maximal, qui est dans Ass M

par la [proposition 2.22] Donc Ass M # (. O
Cet corollaire nous permet de prouver [théoreme 2.21f (b) et (c) :
Démonstration du(théoréme 2.21| (b) et (c¢). (b) D’apres [théoreme 2.21| (d), en localisant A en p, on peut

supposer sans perte de généralité que A est local avec I'idéal maximal p. Par on sait que
Ass M # &, mais p est 'unique idéal premier contenant Ann M car p est minimal et maximal, donc
peAssM.

(c) Soit a € p e Ass M, alors il existe m € M tel que p = Annm, donc am = 0, i.e. a € | Jann M.
Soit a € | Jann M, alors il existe m € M tel que a € Annm. Puisque A est noethérian, il existe un maximal
p de ann M qui contient Annm, donc a € p € Ass M par [proposition 2.22] O

Corollaire 2.24. Si A est noethérian, alors pour tout idéal I de A, on a

U =Ua:w.

peAss(A/I) yeA

Démonstration. Prenons M = A/I et appliquons [théoréme 2.21)(c), on a
U p= U J = UAnnAgj= U(I:y)=U(I:y).

peAss(A/I) Jeann(A/I) yeA/I geA/I yeA

Corollaire 2.25. Soit A un anneau noethérien. En prenant M = A, d’aprés|théoreme 2.21] on a
(a) A n’a qu’un nombre fini d’idéaux premiers minimauz ;
(b) On a d’apres|théoreme 2.21|(c)
U p = {0} U {diviseurs-de-zéro de A};

peAss A

(c) siun idéal T de A est constitué uniquement de 0 et de diviseurs de zéro, alors il existe a € A non nul tel
que I < Anna.

Démonstration. (a) et (b) sont directes d’apres [théoréme 2.21f(a) et (c) respectivement.
Pour montrer (c¢), appliquons d’abord [théoréme 2.21)(c), on obtient que I est couvert par un nombre fini
d’idéaux premiers :
< |J »

peAss A

et le résultat s’en suit par I’évitement des idéaux premiers (théoreme 1.20)). O
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Proposition 2.26. Soit A est noethérian et I un idéal de A. Si I\ann A # &, alors, pour tout p € Ass(A/I), il
existe a € A\ann A tel que p = (I : a).

Démonstration. On écrit Ass A = {q1,...,q, } et on prend ag € A tel que
p=Ann(ao +I) = (I:ao).
Puisque I\ann A # ¢, on a I ¢ g; pour tout ¢, alors, d’aprés |corollaire 1.21}] il existe = € I tel que

a0+x¢qu = ann A.

On prend a = ap + x et on a évidemment p = (I : ap) = (I : a). O

Lemme 2.27. (i) SiM = M' @® M" alors AssM = Ass M" v Ass M".
(i) Si0—> M — M — M" — 0 est exact, alors AssM’ < AssM < Ass M’ U Ass M".

Démonstration. (i) On utilise (ii) deux fois, sur :

0— M — M — M -0,
0> M"— M- M —0.

(ii) Par définition, Ass M’ < Ass M. Pour montrer I’autre inclusion, prenons p = Annm € Ass M\ Ass M’. On
écrit 7: M — M" la projection canonique, alors p € Ann7n”(m). Sim’ = am € Am n M’, alors il existe
a ¢ p tel que 0 =a’'m’ = d’am, donc a € p, i.e. m’ = am = 0, donc Am n M’ = 0. Du coup, on a

Afp = Am =~ 7" (Am) = An" (m),
et alors p = Ann7”(m) € Ass M”. O

Proposition 2.28. Soit A est noethérien. Si M est de type fini, alors il existe une filtration de module
OZM()CMlCCMn:M
telle que pour tout i, il existe p; € Spec A tel que M;1/M; =~ R/p;.

Démonstration. On raisonne par itération : Si M # 0, alors il existe p; € Ass M d’apres [corollaire 2.23] et alors,

par [proposition 2.20} on peut prendre M; = A/py. Si M/M; # 0, on applique encore le méme argument. Puisque
M est de type fini, ce processus se termine. O

En utilisant cette proposition, on peut démontrer [théoreme 2.21 (a) :
Démonstration de|théoréme 2.21| (a). On raison par itération : on a
0> My 1 > M, — Mn/Mn—l = A/pn—l — 0,

donc, d’aprés lemme 2.27, on a Ass M,, € Ass M,_1 U Ass(A/pp—1).
On répete ce processus pour M, _1, My _o,..., et on obtient Ass M,, < | J, Ass A/p;, mais Ass(A/p;) = {p;},
donc on a Ass M,, < {p;|i=1,...,n—1}. En particulier, on a |Ass M| < c0.

D’apres |corollaire 2.23| on a |Ass M| > 0. O
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2.3 CLOTURE INTEGRALE

Dans cette section, A sera un anneau commutatif quelconque, et R sera un A-algébre commutative quelconque.

Définition 2.29. Soit x € R. Si A[z] est un A-module de type fini, alors x est dit intégre sur A. Si tous les
éléments de R sont inteégre sur A, alors R est dit intégre sur A.

Proposition 2.30. Soit x € R. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) Alx] est un A-module de type fini, i.e. x est intégral sur A;
(ii) Alx] est contenu dans un sous-A-algébre de R de type fini;

(iii) il existe un A[x]-module fidéle (définition 2.17) qui est de type fini comme un A-module ;

(iv) il existe un polynome unitaire P € A[X] tel que P(x) = 0. On rappelle ici qu’un polynome est dit unitaire
st son coefficient du terme de degré maximal vaut 1.

Démonstration. (iv) = (i) = (ii) = (iii) : trivial.
(i) = (iv) : Soit M un A[z]-module fideéle de type fini sur A. On suppose que

M = Z Ami, miEM.

1<i<n
alors il existe une matrice C' = (¢;;) € Maty, x, (A) telle que zm; = Y] ¢;jm; pour tout 7. On prend

P =det(XI—C) e A[X],
alors P(z)(ma,...,m,)TT = adj(xl — C) - (zI — C)(mq,...,my,)T =0, donc P(z) € Ann M = 0. O

En utilisant le fait que sous-modules d’un module de type fini sur un anneau Noethérien sont également de
type fini (théoréme 1.8| et [définition 1.2), on obtient le corollaire suivant :

Corollaire 2.31. Soit A est Noethérien, alors x € R est intégral sur A s.s.i. A[x] est contenu dans un A-module
de type fini.

Définition 2.32. On définit la cléture intégrale de A dans R comme
cip A == {x € R|x est intégre sur A }.
Si A = cig A, on dit que A est intégralement clos dans R.

Définition 2.33. Soit A un domaine intégre. On écrit ci A = cipac 4 4, appelé la cléture intégrale de A. Si
A =ciA, on dit que A est intégralement clos.

Proposition 2.34. Si A est noethérian et intégralement clos, et a € A un non-diviseur-de-zéro, alors
Ass(A/aA) = {p € Spec(A/aA) < Spec A |p est minimal dans Spec(A/aA) }.
De plus, pour tout p € Ass(A/aA), Vunique idéal mazimal pA, de A, est principal.

Démonstration. Montrons l'inclusion (2) : On écrit M = A/aA, alors évidemment Ann M = aA, donc tous les

minimals dans Spec(4/aA) sont associés & M par [théoreme 2.21|(b).

Montrons maintenant l'inclusion inverse : Soit p € Ass M, alors il existe z € A\ ann A tel que p = (a4 : x)
par D’apres (d), en localisant A en p, on peut supposer sans perte de généralité
que A est local avec 'idéal maximal p.

On remarque que £p < A est un idéal (ou 7 € Frac A car a est un non-diviseur de 0).

Si £p 2 p, alors p est un A[£]-module, et alors £ € ciA = A par [proposition 2.30| (iii), donc = € aA, et
p = (adA:z) = A, une contradiction.
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Donc on a Zp = A parce que p est maximal, alors il existe a’ € p tel que Za’ = 1, et alors p = (aA : x) =
(za’A : z) = d’A. Ce qui implique la derniére assertion de ’énoncé.

Montrons maintenant que p est minimal. Soient I un premier minimal sur a contenu dans p. Si a’ € I, alors
I=aA=p. Sid ¢ 1, alors pour tout y € I non nul, y € p implique qu’il existe un 3’ € A tel que a’y’ = y. On a
alors y’ € I car I est premiers, donc I = a’I. Par réccuence, on peut montrer que I = (a’)"I < p™ pour tout
n > 1. On a alors I = 0 par le théoreme d’intersection de Krull , d’olt une contradiction. O

Proposition 2.35. Soit S une R-algébre intégre sur R. Si R est intégral sur A, alors S est intégral sur A.

Démonstration. 1l suffit de montrer que x € S est intégral sur A pour tout x. Car S est intégral sur R, il existe un
polynéme P = X" + 7, 1 X" ' +...+rye R[X] tel que P(x) = 0, donc z est intégral sur R’ = A[rg,...,7n_1],
alors R'[z] est un R’-module de type fini. Puisque R’ est un A-module de type fini, on en déduit que R'[z] est
un A-module de type fini. On alors obtient le résultat en utilisant O

Corollaire 2.36. cig(cig A) = cig A, donc cir A est intégralement clos dans R.

Définition 2.37. On définit la cléture intégrale compléte de A dans R comme
citp A = {z € R| A[x] est contenu dans un sous-A-module de R de type fini }.

Si A = citg A, on dit que A est complétement intégralement clos dans R.

Définition 2.38. Soit A un domaine intégre. On écrit A* = cipac a4 A, appelé la cléture intégrale compléte
de A. Si A = A* on dit que A est complétement intégralement clos.

D’apres on a un corollaire immédiat :
Corollaire 2.39. Si A est un anneau intégre Noethérien, alors A* = cit A.
On peut donc affirmer que cig(A) est un anneau :
Proposition 2.40. Soit A un anneau intégre Noethérien, alors cir(A) est un anneau.

Démonstration. 11 suffit de montrer que citg(A) est un anneau. Soit z,y € citg(A), supposons que A[z] <
Alay, -+ ,ar] et Aly] < A[by,--- ,bs]. Alors on a

A[J?—y] o A[l’y] < A[Z‘,y] = A[ala"' aaT7b17"' abs]7

donc z — y € citgr(A) et zy € citr(A). O



3
FILTRATION ET FILTRATIONS NOETHERIENNES

Dans toute la suite de cette section, A sera un anneau commutatif quelconque.
Apres s’étre penché sur la notion de noethériennité, il est maintenant temps de s’attarder sur les filtrations.
La suite de cette section est basée sur le livre [Ree88| de D. Rees.

3.1 GENERALITE SUR LES FILTRATIONS

Définition 3.1. (filtration) Soit A un anneau. Une filtration sur A est une application f: A — R u {40},
satisfaisant les propriétés suivantes :

(1) f(0) = +o0;
(2) f(z—y) = min(f(z), f(y)) pour tous z,y € A;
(3) f(zy) = f(z) + f(y) pour tous z,y € A.
Soit S un sous-ensemble de R. On note Filg A pour ’ensemble des filtrations a valeurs dans S u {+o0} sur A.
En particulier, on écrit Fil A == Filg A et Filt A := Filg=o A.
Remarque 3.2. Fil A est stable par addition et par prendre le minimum de deux éléments.
Remarque 3.3. La propriété (3) nous donne f(1) = f(1) + f(1). On a alors deux choix :
— f(1) = oo : Dans ce cas, par I’équation 3 de nouveau on trouve f(z) = f(x)+ f(1) et donc Vz € A, f(z) =

— Sinon, f(1) <0, et donc la propriété (1) nous donne f(1) = 0. Le second cas dégénéré est alors f(0) =
et Vee Ajz £ 0, f(x) =0

De plus, bien que les filtrations soient a valeurs dans R, on se réduira autant que possible au cas des filtrations
dans N. En effet, sans perte de généralité on pourrait définir la diltration | f|(z) = | f(z)], qui est équivalente &
f dans le sens ou :

)

Définition 3.4. Deux filtrations f, g € Fil A sont dites équivalentes s’il existe une constante C' telle que
[f(z) —g(z)| < C,  VreA,
noté par f ~ g.
Définition 3.5 (Filtration homgene et valuation). Une filtration h € Fil A est dite homogéne si
h(z™) = nh(x), Vre A, VneN
Une filtration v € Fil A est appelée valuation si :
v(zy) = v(x) +v(y), Vo,y € A.

On écrit Val A pour ’ensemble des valuations sur A.
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Proposition 3.6. Soit (v;)ier une famille de valuation, alors h(z) = infier v;(x) est une filtration homogéne.

Démonstration. Montrons d’abord que h est une filtration. Pour tout i € I, on a v;(z + y) = min(v;(x), v;(y)).
En prenant I'infimum, on obtient :

h(z +y) = infv;(z + y) = inf min(v;(x), v;(y)) = min (inf v; (), inf vz(y)) = min(h(x), h(y)).
i€l i€l i€l i€l
et, pour tout i € I, on a v;(zy) = v;(z) + v;(y). Donc :

h(ay) = nfv;(zy) > inf(vi(z) +vi(y)) = infvi(z) +infi(y) = h(z) + h(y)-

el

L’application h(z) := inf,c; v;(z) est donc bien une filtration sur A. Montrons qu’elle est homogene. En effet,
on a pour tout x € A et tout n € N;

h(z™) = minv(2") = minnv(z) = nminv(z) = h(x),
i€l i€l i€l
ce qui permet de conclure. O

Le lemme suivant assure qu’a partir une filtration, on peut produire une valuation homogene, dont on étudiera
ses propriétés dans la suite.

Lemme 3.7. Si f e Fil A, alors lirfoof(%") converge dans R U {+00} pour tout  dans A.

De plus, si on note fh°™(x) cette limite, alors fP°™ est une filtration homogéne, et, si h est une filtration
homogéne satisfaisant h = f, on a alors aussi h > fP°™. On appelle f'°™ la fonction de Samuel de f.

Démonstration. Si f(2™) = o0 pour un certain entier positif m, alors f(x) = co pour tout n > m. Ainsi, dans ce
cas, la limite est égale & co. Supposons maintenant que f(x) < 00 pour tout n, par la propriété 3 de[définition 3.1
Notons a(n) = @ Alors, (m +n)a(m +n) = f(z™) = f(z™) + f(z) = ma(m) + na(n), ’apres le lemme
additif de Fekete suivant (lemme 3.8)), a(n) admet une limite a lorsque n tend vers Uinfini.

Lemme 3.8 (Lemme sous-additif de Fekete). Soit (a,)n>1 une suite réelle tel que apyn = am + a, pour tout
m,n =1, alors la suite (%) admet une limite dans R u {+00}.

Remarque 3.9. On peut trouver aisément les démonstrations de ce lemme sur U'internet (Fekete lui-méme a
démontré une version multiplicative dans §2.IT de [Fek23]).
Ensuite, définissons a(n) = %n), b(n) = L9 et ¢(n) = f((%y)") Alors,

n )

(f(a?i) + f(y"_i)> _ sa(s) + (n— s)b(n — )

n n

hom _ > > :
%z —y) =c(n) = i

pour un certain s entre 0 et n.

Posons maintenant a = min(f°™(z), f1°™(y)) et soit b < a. Il existe un entier m tel que, pour n > m, on
ait a(n),b(n) > b. Soit ¢ un entier tel que ¢ > 1 et posons n = gm.

sa(s) + (gm — s)b(gm — s)
qm

clqm) >

pour un certain s < gm.
Si a la fois s et (gm — s) sont = 2m, cela implique que ¢(mgq) > b. Sinon, on a c¢(mgq) > (q%)b. Ainsi,

(g—1)b
q

fhom(m - y) > 7Vq7

ce qui implique que f'°™(x —y) > b, et donc 1% (x —y) = min(fhom(x), Fhom(y)).

Ensuite, la relation f(z"y™) > f(z") + f(y™) implique que fP°™(zy) = fPom(z) + 2o (y). La véracité de la
condition (1) dans |définition 3.1| pour 1™ est immédiate. Ainsi, fP°™ e Fil A.
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Le fait que cette filtration soit homogene découle du fait que, si y = 2™, et si a(n), b(n) sont définis comme
ci-dessus, alors b(n) = ma(nm), et en faisant tendre n vers I'infini, on obtient f2°™(z™) = m fhom(z).

Enfin, si h(x) est une filtration homogene telle que h(x) = f(z) pour tout z, alors

M) | f@)
n n

En faisant tendre n vers I'infini, nous obtenons le résultat attendu : h(z) > fhom(z). O

On a immédiatement deux corollaires suivant :
Corollaire 3.10. fhom > f.
Corollaire 3.11. Si f ~ g, alors f'°™ = ghom_ En particulier, fhom = | f|bom.

Le lemme suivant est essentiel pour 'unicité dans le théoréme de Rees (notre but!) :

Lemme 3.12. Si h(z) = min(vy (), - ,vs(x)), ot v1(x), - ,vs(x) sont des valuations sur A.
De plus, on suppose que cette représentation n’est pas redondante (i.e. Vi, j € [1;s]], 3z € A tel que v;(z) + vj(z)).
Alors vy, -+ ,vs sont entierement est uniquement déterminés par h.

Démonstration. Pour démontrer ce lemme, nous diviserons A en sous-ensemble h-compatible (que 'on définit
comme un ensemble fermé multiplicativement S tel que h(zy) = h(x) + h(y) pour tout z,y € S), et cette division,
découlant de h, définira des ensembles S; qui permettront de définir de maniére unique chacun des v;.

Supposons que F' soit le sous-ensemble de A constitué de tous les éléments x tels que h(x) < co. Alors,
vi(m) = o0 pour tout ¢ et pour tout z n’appartenant pas a F.

Supposons maintenant que v(z) soit une valuation sur A telle que v(x) = h(x) pour tout x € A. Soit
S(v) le sous-ensemble de F' constitué de tous les éléments z tels que v(x) = h(x). Alors, si x1,...,2, € S(v),
nous avons v(z1x2...xp) = v(zq) + - +v(xp) = h(zg) + -+ + h(zp) < h(z122...7p), d'ol il s’ensuit que
h(zi...xp) = h(x1)+---+h(z,). Ainsi, S(v) est h-compatible pour toute valuation v sur A telle que v(z) > h(x)
pour tout z € A.

Nous observons maintenant que, comme h est homogene, tout sous-ensemble de F' contenant un seul élément
est h-compatible. Ainsi, des sous-ensembles h-compatibles existent, et de plus, nous pouvons appliquer le lemme
de Zorn pour voir que F' est I'union de ses sous-ensembles maximaux h-compatibles. Nous allons maintenant
montrer que ces sous-ensembles maximaux h-compatibles de F' sont les ensembles S;; = S(v;) pour v;.

Supposons que S soit un sous-ensemble h-compatible de F' qui n’est contenu dans aucun des sous-ensembles
S1,...,Ss. Alors, pour chaque i, il existe un élément z; de S qui n’est pas dans S;, c’est-a-dire v;(z;) > h(x;).
Ainsi, pour chaque %, nous avons h(z1) + -+ + h(zp) < vi(z1) + -+ + vi(xp) = vi(z1...xp) et donc

h(z1) + -+ h(zg) <min(vi(z1...24),...,0s(x1...24)) = h(z1...24),

ce qui contredit le fait que S soit h-compatible. Ainsi, Sq,...,Ss sont des sous-ensembles h-compatibles de F' et
un sous-ensemble h-compatible maximal est nécessairement I'un des ensembles S;.

Ensuite, S, ..., 5 sont distincts : en effet, la condition d’irréductibilité stipule que pour chaque 1, il existe
un élément z; € A tel que h(z;) = v;(x;) et h(z;) < vj(z;) pour tout j # i. Cela implique que h(z;) < ©, et
donc que z; est contenu dans F'. De plus, S; n’est pas contenu dans I'union des ensembles S; pour j # 7. Par
conséquent, les ensembles S; sont les sous-ensembles h-compatibles maximaux de F'.

Définissons maintenant ¥; comme ’ensemble des éléments a € F' tels que aS; n.S; # &. Alors, ¥; est constitué
de tous les a tels que v;(a) < co. Supposons en effet que a soit un tel élément. Alors, si z; est comme ci-dessus et
sii# j, onawv;(axl) —v;(azl™) = vj(a) — vi(a) + m(vj(z;) — vi(z1)) > 0 si m est suffisamment grand. Ainsi,
az!” € aS; N S;, ce qui implique que a appartient a X;.

Réciproquement, si ay = z, avec y, z € S;, alors v;(a) = v;(2) — v;(y) = h(z) — h(y) < 0. Cela montre que
v; est déterminée sur X; par h et est infini en dehors de ¥;. Ainsi, les valuations vy, ..., v sont uniquement
déterminées par h. O
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3.2 ANNEAU GRADUE ASSOCIE A UNE FILTRATION

Soit A un anneau commutatif et f € Fil A.
On écrit Ag(f) = A(f) ={xz € A| f(z) = 0}. Cest évidemment un sous-anneau de A. On définit

f+ = f|A07 f_(x) = min(f(x)70)7
alors ft e FilT Ay et f~ € Fil A.
Pour chaque n € Z, on définit
I,=1,(f)={xe A| f(z) =n},
alors I,, est un idéal de Ag pour tout n > 0, et c’est un Ag-module pour tout n < 0. On remarque que
I,1I, c I+, pour tout m,n € N, on obtient alors le résultat suivant :

Lemme 3.13. /I, = v/I,, pour tout m,n € Nx;.
Démonstration. Il suffit de montrer que v/1I,;, = 1/I4+1 pour tout m > 1. D’un c6té, on a I, < I,,,, donc
A/ Im+1 € V1. De Pautre coté, on a Ifn c Iopy < Iy, done £/ Ipi1 2 VI, d’ou Iégalité. O
On peut alors définir le radical d’une filtration.
Définition 3.14. On définit le radical de f : rad(f) := v/I,, oll n est un entier strictement positive quelconque.
Ezemple 3.15. Soit I un idéal de Ag tel que I(-%) = A. On définit
f[: A g Z7
xr—»max{neZ‘er(") },
ou explicitement
max{neN|xze "}, si x € Ao,
fr(z) = . " .
—min{n e N|zI" c Ay}, sixzé¢ Ay,
alors f; est une filtration sur A, et on a I,,(f;) = I(™.

En particulier, si I = (a) est un idéal principal, ol a est régulier (i.e. a est un non-diviseur de zéro), et
A = (Ag)q, alors on écrit f, = fr, cette fonction est alors appelée la filtration principale associée a a.

Définition 3.16. Soit f une filtration sur A. On définit G(f) := @,,o;, Int", ou explicitement

G(f) = { > wnt”

n=p

p,q €L, etxnelnpourn:p,...,q},

qui est un sous-anneau gradué de A[t,t=!]. On souvent écrit u = t~*. Evidemment, Ag[u] est un sous-anneau
gradué de G(f).

Remarquons que G(f) = G(|f]), ce fait ainsi que le|corollaire 3.11| nous suggere d’étudier les filtrations a

valeurs entieres, la correspondance suivante est un résutat utile pour la suite.
Théoréme 3.17. Il existe des bijections entre les trois ensembles subordonnés :

Fily A = { filtrations d valeurs entiéres sur A}

N

chaines décroissantes de Ip-module
Ao+, ol,41 D

avec Iy un sous-anneau de A

tq. Inly € Iy et I_on = ugl, = A

N

sous-anneau gradué G de A[t,u] « suffisamment grand »,
i.e. uw€ G ; et pour tout x € A, il existe n € N tel que zu" € G



RAPPORT DU PROJET:
ETUDE ASYMPTOTIQUE
DES ANNEAUX FILTRES

p: INSTITUT
POLYTECHNIQUE

"« DE PARIS

ECOLE
POLYTECHNIQUE

donné par f— {I.(f)} — G(f).
De maniére intuitive, pour f € Fily A, on a la correspondance suivante entre les conditions :

f est définie sur A = I ,=A
f(.% - y) = min(f(z), f(y)) S In - In+1
f(a:y) = f((E) + f(y) S ImIn < Im+n

Démonstration. On note € I’ensemble des chalnes décroissantes et & l’ensemble des sous-anneaux gradués,
comme énoncé dans cet théoreme.
Tout d’abord, on montre que

G(f) est « suffisamment grand »,
ueG(f),
G(f) est gradué.

it

I.Z Flle - Q:,
foA(f)IneZ}

est bijective. Elle est évidemment injective. Soit {I,,} € €. On définit f: A — Z par
f(z) =max{neZu{tw}|zel,}, Yz € A,

ol on pose Iy, = nzl, et I_o = uzl, = A. On a évidemment que 0 € I, donc f(0) = +00. Soit a,b € A
quelconques vérifient f(a) = m et f(b) = n. On suppose sans perte de généralité que m < n, alors I, < I,, donc
a—>be I,, et alors f(a—b) = n =min(f(a), f(b)). On a abe I,,I, < I;,4n, donc f(ab) =m +n = f(a) + f(b).
On alors conclut que f € Fil A, et clairement I,,(f) = I,, pour tout n € Z, donc I, est surjective.

Ensuite, on montre que

G:C—> 8,
{I,} — @Int"

nez

est bijective. Puisque I,,I, < I, 1n, on sait que G est une apphcatlon bien définie, c’est-a-dire G({I }) € &.

C’est évident que G est injective. Soit Ge ®, alors on peut écrire G = @zI,t". C'est clair que Iy = G’o est un
sous-anneau de A. Pour tout n € Z, on a

A A n+1 A n+1
Il = GoGryru < Gpyru = In+41,

et
A n+1 A A n A, n
Int1 = Griiu C Gpp1Gou" € Guu™ = I,

done {I,,} est une chaine décroissante de Ip-modules. On a évidemment I,,,I,, < I p. Pour tout x € A, il existe
n € N tel que zu™ € G, donc z € I,,. En conclusion, on a {I,} € €, donc G est surjective. O

3.3 CLOTURE INTEGRALE D’UNE FILTRATION

Soit A un anneau commutatif et f € Fil A. On écrit G*(f) = ciap,) G(f) pour la cloture intégrale de G(f)
dans A[t,u] (c.f. pour la notation).

On définit une filtration a valeur entiére que I’on montrera équivalente a la fonction de Samuel.

Définition 3.18 (Cloture intégrale d’une filtration). On définit la cléture intégrale de f, notée f*, comme la

filtration associé a G*(f) (c.f. [théoreme 3.17)), i.e.
[*(z) = max{m|zt™ € G*(f) },
ou explicitement :

f¥(x)=m < Jai, - ,a, € A, tel que f(a;) =im et a, +ap_ 10+ ---+az" 't + 2" = 0.
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Démonstration de I’équivalence. Supposons que k = f*(x) = m, alors on a 2tk € G*(f), donc il existe
c1, ¢ € G(f) tels que ¢, + cpqath + - + cy(xtF)""! + (xtF)™ = 0. Prenons a;t* la composante ho-
mogene de ¢; de degré ki, alors on a f(a;) =ik = im et ap + ap_1z + -+ + arz™ 42" = 0.

Réciproquement, si on a a, + ap,_17 + -+ + a12" 1 + 2™ = 0 avec f(a;) = im, alors

ant™ + Tt 4 gt (@t™) T (2tF) = 0,
d’ou le résultat. O

Remarque 3.19. G*(f) est en effet gradué et on a G(f*) = G*(f). On va donner une démonstration pour ce

fait quand G(f) est Noethérien (corollaire 3.25)), ce qui suffit pour notre discussion, mais on remarque que
G(f*) = G*(f) est valide dans un cadre général, les intéressés peuvent consulter Proposition 20 du paragraphe

1.8 du chapitre V de [Bou07].

Remarque 3.20. f* = |f]*.
Lemme 3.21. |f(2)] < f*(z) < f*™(x) < f*(z) + 1. Donc f* ~ fhom,

Démonstration. Montrons d’abord que f(z) < f*(z). Posons | f(x)| = m, et prenons a; = —z, alors a; + = = 0.
Par définition [3.18] on obtient que f*(z) = m, donc f(z) < f*(x) car f*(z) est un entier.

Montrons maintenant que f*(z) < f2™(z). Si f*(x) > m, alors pour tout n > 1, il existe des éléments a;
tels que f(a;) = im et 2™ = —a,, — ap_12 — - - — a;x™ 1. On peut montrer par récurrence sur k > 0 qu’il existe
des ag, tel que f(ag;) = (i + k)m et vtk 4 ap et + -+ +a,, =0. Le cas k = 0 est déja établi. Supposons
que le cas de k est établi, alors a; 41 = a1 5a; — a1, véifient les conditions requises pour le cas de k + 1.

En appliquant f, on obtient :

F@" %) = min{f(an k), flan-1k2), ., flagea" )} = min {(i+k)m + (n—i)f(2)}.
En divisant par n + k et en faisant & — +00, on déduit que f"°™(z) = m, donc f*(x) < fhom(z).

Montrons finalement que f'°™(z) < f*(x) + 1.

Si f*(2™) = n(m + 1), alors z vérifie une équation @™ + byx™" =1 + ... + b, = 0 avec f(by) = in(m +1). on
a donc f*(x) = m + 1. Par conséquent, si f*(z) =m < o, on a |f]|(z™) < f*(z™) < n(m + 1). Ceci implique
que [fjglix") < m + 1 pour tout n, donc f1°™(x) < m + 1. Le cas f*(x) = o est immédiat. O

Corollaire 3.22 (c.f.|corollaire 3.11). Si f ~ g, alors f* ~ g*.

3.4 FILTRATION NOETHERIENNE

On peut maintenant parler de la noethérienité d’une filtration.
Définition 3.23. On dit que f est une filtration noethérienne si G(f) est noethérien gradué.

Dans cette section, on ne considére que les filtrations noethériennes. Dans ce cas, d’apres le théoréeme de

Samuel (théoréme 1.16), on sait que Go(f) = Ap est noethérien et G (f), G~ (f) sont noethériens gradués, donc
fT et f~ sont aussi noethériennes.
Lemme 3.24. Soit f € Fil A noethérienne et x € A. Pour me N, on a :

— xt™ e G*(f) s.s.i. il existe k(z) € Z tel que (xt™)" € u* @ G(f) pour tout n e N;
ou de maniére équivalente,

— f*(x) = m s.s.i. il existe k(z) € Z tel que f(x™) = mn — k(z) pour tout n € N.
Démonstration. On a par définition f*(z) = m s.s.i. Jai,- - ,a, tel que f(a;) = im et ap + a1z + -+ +
a1z ! + 2" = 0, s.s.i. I'élément xt™ est dépendent intégrement sur G(f) (i.e., 2t™ € G*(f)). Puisque G(f)

est Noethérien, c’est équivalent & dire qu'il existe un entier k tel que (zt™)" € u="G(f) pour tout n, d’ou le
résultat. O
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Corollaire 3.25. Soit f € Fil A noethérienne, on a G*(f) = G(f*).

Démonstration. Supposons que xt™ € G(f*) avec f*(x) = m. Par définition on a on a xt™ € G*(f). Donc

G(f*) = G*(f)-

Réciproquement, supposons que x € G*(f) et écrivons

T = Zmitl,xi e A.
i

D’aprés [corollaire 2.31) G(f)[z] est un G(f)-module de type fini, donc 2™ € u=*G(f) pour certain k € Z.

On montre par récurrence sur le nombre des x; qui sont non nuls que les z;#* sont dans G(f*) :

Le cas ou ce nombre vaut 1 est gratuit.
Pour le cas oll ce nombre est au moins 2, on peut montrer que le terme de degré maximun est dans G*(f), ce

qui nous permet de ramener le probléme au cas ou le nombre de termes non nuls est plus petit. En effet, notons
s le degré maximal, on a pour tout n,

2" = 2"t + termes de degré plus petit € u=*G(f)

donc f(z¥) = ns — k, donc par lemme 3.24] f*(z,) = s, d’ou le résultat. O

Définition 3.26. Soit f une filtration sur A et a un idéal de A. On définit f/a la filtration sur A/a déterminée
par la suite d’idéaux

In(f/a) = (In(f) + a)/a.
dans la correspondance de ie. f/a(Z) = sup,e, f(z + a) pour tout z € A/a.

Vérification de ’équivalence. Montrons d’abord que f/a(z) = sup,c, f(x + @) définit une filtration :
Pour tout x,y € A, on a

f/a(zy) = sup f(zy + a)

aea

> sup f((z +a1)(y + a2))

ay,azea

> sup (f(z+a1)+ f(y+a2))

ai,az€ea

= sup f(x + a1) + sup f(y + az)

ajea az€ea

= f/a(z) + f/a(y)
et on a aussi

f/a(z —y) =sup f(z —y +a)

aea

> sup f((z+a1)— (y+a2))

al,a2€a

> sup min(f(z+a1), f(y+ az))

al,a2€a

= min(sup f(z + a1), sup f(y + az))

aij€a az€a

= f/a(@) + f/a(y)
De plus, cette filtration correspond aux idéaux (I,,(f) + a)/a par la correspondance de [théoréme 3.17| :

sup f(z+a)=2n < Jaca, f(r+a)=2n < Jacaz+ac,(f) < ze[,(f)+a)/a,
aea

ce qui conclut.
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On remarque que d’apres le théoréme des premiers minimaux de Noether (théoreme 1.5)), dans un anneau
Noethérien on peut écrire le radical d’un idéal comme l'intersection d’un nombre fini d’idéaux premiers :

Corollaire 3.27. Soit A un anneau noethérien, et I un idéal de A, alors
VI = N p.
p2I premier minimal
Démonstration. On a d’apres

VI={]p= N »

p2I p2] premier minimal

D’apres ce résultat, on obtient que

Lemme 3.28. Soit A un anneau noethérien, p1,...,ps les idéaux premiers minimauz de A, f une filtration
noethérienne sur A, alors

F*(x) = min (f/p)*(x;), ot z; =z +p; € Afp;.

1<i<s

Démonstration. Pour tout ¢, par définition de f/p;, on a :

(f/pi)(zi) = sup f(x +a) = f(x).

done (f/pi)(xi) = f(x) et (f/pi)*(2:) = f*(x), donc
min(f/p;)*(w:) = f*(@).

De lautre co6té, si on a (f/p;)*(x;) = m pour tout i, puisque A est noethérien, on a d’apres corollaire

Donc, selon lemme il existe N € N tel que :

) -

Prenons a; tel que f(a;) = m et que x — a; € p;, alors on a (v — a1)N(x — ax) --- (x — as)N = 0, donc par
définition f*(x) =m. O
Théoréme 3.29. Soit f une filtration noethérienne sur un anneau noethérien A.

1. Il existe a € A satisfaisant f(a) > 0 tel que pour tout x € A, on a f(x) = © s.8.i. ax = x ;

2. Si f(1) # oo, alors pour tout non-diviseur de zéro x de A, il existe u(x) € Z dépendant sur x et f, tel que
pour tout y € A satisfaisant f(y) < o, on a f(zy) < f(y) + p(x).

Démonstration. (1) Considérons d’abord un seul élément = et montrons que f(z) = o0 si et seulement s’il existe
un élément a(z) avec f(a(x)) > 0 tel que a(x)x = x. La partie "si" est évidente.

Pour prouver la partie "seulement si". Par définition, les éléments ¢"x appartiennent & G(f) pour tout n. Par
conséquent, s’ils engendrent un idéal J, il existe un entier m tel que J est engendré par les éléments ¢"x pour
1 <r <m. Il en suit que

m
thrlSL' _ 2 a,rthtm+17T7

r=1
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ol a, t™™1=" e G(f), ie. f(ar) >m+1—r > 1. Prenons

m
=2 an
r=1

alors x = a(x)z et f(a(x)) =1>0.

Soit N I'idéal de A constitué de tous les éléments x tels que f(x) = oo. Soit z1, ..., %, une base de N et
posons a(i) = a(x;) tel que défini ci-dessus. Alors, pour tout z € N, (1 —a(1))...(1 —a(m))z = 0. On peut
écrire (1 —a(1))--- (1 —a(m)) sous la forme 1 — a et clairement f(a) > 0. On a alors x = ax pour tout z tel que
f(x) = o0 comme voulu.

(2) Supposons maintenant que f(zy) = n, cela équivaut & zu "y € G(f), et cela équivaut & u "y €
(G(f) :a[t,u) ®). Puisque x n’est pas un diviseur de zéro, (G(f) :a[,.] =) est isomorphe comme G(f)-module a
idéal x(G(f) :aft,u) ) de G(f) et, comme G(f) est noethérien, (G(f) :a[,u) =) est un G(f)-module de type

fini contenu dans A[t,u] = G(f)(). (Voir ) Donc il existe un entier u tel que u=*@G(f) 2
(G(f) :aft,u) ©). Alors ut®) =1y e G(f) et donc f(y) = n— p(z). Puisque f(x) < oo 1i et f(y) < oo,

cela implique que f(xy) < . Prenons n = f(zy) et on obtient f(zy) — f(y) < w(xz) pour tout y tel que
fly) < 0. O
Remarque 3.30. On a A[t,u] = G(f)) parce que pour tout élément zt* € A[t,u] avec k € Z,x € A, notons
m = f(x), alors si k <m, on a xt" € G(f) € G(f)w); et si k >m, on a xt? = xt™tF =™ = u™Fat™ € G(f) ().
Remarque 3.31. Soit f une filtration noethérienne sur un anneau noethérien A.

— Si z est un non-diviseur de zéro, alors d’apres (1) on a f(z) < oo;

— Si f(zy) = 0 et = est un non-diviseur de zéro, alors f(y) = ©;

— Si f(1) = 0 et = est un non-diviseur de zéro, alors f*(z) < co. Plus précisément, si on écrit

J=f"Hw)={yeA|f(y) =n},
alors f*(z) = 00 s.s.i. 2 € V/J.

Voyons maintenant une critere d’équivalence des filtrations en comparant leur cléture intégrale.

Lemme 3.32. Soit f, g deux filtrations noetheériennes sur un anneau noethérien A, alors
1. Si f, g sont équivalentes, alors f* = g* ;
2. Si f, g satisfont f* = g* et Ao(f) = Ao(g), alors f, g sont équivalentes.

Démonstration. (1) Supposons f ~ g. Par définition de I’équivalence, il existe une constante C tel que |f—g| = C
Soit z € A. Par le lemme 3.24] f*(z) > m s.s.i. il existe k(z) tel que f( ™ = mn — k(x) ¥n. On a donc
g(x™) = mn — k(z) — c. On obtient donc g*(z) = m. Par symetrle f* = g*.
() Supposons 1* = " et An(f) = Aolg). Daprés I Forolaie £ on a G(1*) = G(1) = G*(o) = Glo").
Notons que G(g) est de type fini sur Ag(f) = Ap(g) (autant qu'une algebre), il existe une constante C' que
G(g9) € u=CYG(f) et ceci implique que g(x) > f(z) — C. Par symmétrie, f ~ g. O

Corollaire 3.33. Soit f, g deuz filtrations noetheériennes positives sur un anneau noethérien A, alors f, g sont
équivalentes s.s.i. f* = g*.



4
ANNEAUX DE VALUATION, ANNEAUX DE KRULL

4.1 GROUPE DE VALUATION ET ANNEAUX DE VALUATION

Généralisons d’abord la définition de valuation :

Définition 4.1. Soit C' un corps. Une valuation sur C' (ou une C-valuation) est un homomorphisme de
groupes v du groupe multiplicatif C* = C\{0} vers un groupe abélien totalement ordonné G (écrit additivement)
tel que pour tous x et y dans C' tels que z + y # 0,

v(z +y) = min{v(z), v(y)}.

Il découle immédiatement des propriétés des homomorphismes de groupes que v(1) = 0, et que pour tout
x e K\{0}, v(z~!) = —v(x).

Lorsque R est un domaine intégre de corps des fractions K et G un groupe abélien totalement ordonné, une
fonction v : R\{0} — G vérifiant les propriétés

v(zy) = v(x) +v(y), v(z+y)=minfv(z),v(y)}

pour tous z,y € R peut étre étendue uniquement a une valuation v : K\{0} — G en posant v (%) =v(x)—v(y)

pour z,y € R non nuls. On vérifie facilement que cette définition est cohérente et produit une valuation sur K.
Pour cette raison, on appelle parfois une telle fonction « partielle » v : R\{0} — G une valuation.

Par convention, on étend v & K en posant v(0) = 00, ot G U {00} est totalement ordonné avec les relations
0V+g=g+00=00+000 =0 et g<o pour tout g € G.

Définition 4.2 (groupe de valuation). Soit C' un corps et v une C-valuation. Alors, l'image
r, =v(C*)
de v est un groupe abélien totalement ordonné, appelé le groupe des valeurs de v.

Définition 4.3 (anneau de valuation). Soit C' un corps. Un anneau de valuation sur C, ou simplement un
anneau de valuation ou un domaine de valuation, est un anneau intégre V' dont le corps des fractions est C, et
qui satisfait la propriété suivante : Vo € C*, soit x € V, soit z~ L e V.

L’ensemble des idéaux d’un domaine de valuation V est totalement ordonné par inclusion. En effet, si I et
J sont deux idéaux de V et x € I\J, alors pour tout élément non nul y € J, soit zy~* € V, soit yz=* € V. Si
xy~t eV, alors x = (xy~ 1)y € J, ce qui est une contradiction. Ainsi, pour tout y € J, yz= € V, ce qui implique
y=(yxr~Y)ael, et donc J < I.

Il s’ensuit qu’un anneau de valuation V posséde un unique idéal maximal, qui est I'idéal de tous les éléments
non inversibles :

{m€V|x_1¢V}.
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L’idéal maximal est généralement noté my .
On peut construire un domaine de valuation & partir d’une valuation : étant donnée une valuation v : k* — G,
on définit

A, ={reC*lv(r)=0}u {0}

11 est facile de voir que A, est un sous-anneau de C' avec un unique idéal maximal
m, = {reC*|v(r) >0},

et qu’il s’agit d’'un domaine de valuation. En effet, si x € A,\m,, alors v(z) = 0 et v(1/x) = —v(z) = 0 donc
x est inversible dans A,.

Définition 4.4. On appelle A, I’anneau de valuation correspondant & la valuation v. Son idéal maximal
m, = {reC*|v(r) >0} est appelé le centre de la valuation. On appelle le corps résiduel de A, le corps
Kk(v) = Ay/my, ou k(V) avec V = A,.

Si v et w sont des valuations équivalentes, alors évidemment A, = A,,.

Lemme 4.5. Soit V un domaine de valuation dont le corps des fractions est C. Soit
Iy =C*/V*,

ou V* < C* désigne les groupes multiplicatifs des éléments inversibles, et soit v : C* — I'y I’homéomorphisme
de groupes naturel. Par convention, l'opération sur T'y est notée +. Alors T'y est un groupe abélien totalement
ordonné, v est une C-valuation, et 'y est le groupe des valeurs de v.

Démonstration. Puisque C* est abélien pour la multiplication, I'yy 'est également. Nous ordonnons I'yy comme
suit : pour x,y € C* d’images a, 8 € I'y, on définit o < 3 lorsque yz~' e V.
Vérifions que < est un ordre total :

— Pour tout o = zV*eTy,onazz ! =1V, donc a < a.

— Si a < B et B <a, alors pour z,y représentants, yz '€ Vet zy ' € V,donc yz e V* et a = f5.

— Sia < B <yviax,y,z alors zz7! = (2y~ 1) (yx~!) € V donc a < 7.

— Compatibilité : Si a < B alors a+ v < B+ 7 car (yz)(zz) P =yaz~teV.

— Pour tout «, 3, soit yr~! € V (donc a < ), soit xy~! € V (donc 3 < ).

Montrons que v est une valuation : On a v(zy) = v(z) + v(y) par construction. De plus, pour z,y € C*, soit
ry~teValors (z +y)y ! =2y~ + 1€V donc v(z +y) = v(y), soit yz~! € V alors de méme v(z + y) = v(x).
Dans les deux cas v(z + y) = min(v(z), v(y)).

On conclut que v est bien une valuation a valeurs dans I'y, qui est un groupe abélien totalement ordonné. [J

Proposition 4.6. Un domaine de valuation V' est intégralement clos.

Démonstration. Soit x un élément du corps des fractions de V tel que 2" + ri2” ! 4+ -+ + r, = 0 pour certains
r, eV.

SixzeV,alors 27! € V, ce qui implique que 1 + 712~ +--- +r,27" = 0, et donc que 1 appartient a 'idéal
2~ 'V. Ainsi, 27! est inversible dans V, ce qui contredit 'hypotheése selon laquelle z € V.

Par définition, il en découle que tout anneau situé entre un domaine de valuation K-valuation et K lui-méme
est également un domaine de valuation. Ainsi, les over-rings des domaines de valuation sont particuliers. O

Lemme 4.7. Soit V un domaine de valuation. Soit I un idéal de V' engendré par un ensemble fini de générateurs
G de I. Alors il existe z € G tel que zV = 1.

Démonstration. On va le montrer par récurrence.Initialisation : Soient x,y € V non nuls. Alors soit 2y~ € V,
soit yx~! € V, ce qui implique = € yV ou y € V. Hérédité : Supposons que tout idéal de Vgénéré par n éléments
est de la forme I = 2V avec z un de ces éléments. Alors soit J = (v1, ..., Upn, Upt1) généré par n + 1 éléments.
L’idéal j = (v1,...,0n+1) est généré par n éléments, donc il existe ¢ tel que j = v;V donc J = (v;,v,41) puis
d’apres l'initialisation il existe k € ¢,n + 1 tel que J = vV Donc on a bien prouvé le lemme par récurrence. [
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Définition 4.8. Soit R un anneau commutatif noethérien et I & R un idéal propre. La hauteur de I, notée
ht(I), est définie par :

ht(I) = min{ht(p) | p € Spec(R), I < p et p est minimal pour cette inclusion}

ou pour un idéal premier p, sa hauteur est la longueur maximale d d’une chaine d’idéaux premiers :
PosEP1 &~ Spa=Pp

Définition 4.9. On définit la dimension (de Krull) d’un anneau comme la borne supérieure de hauteur d’un
idéal premier de cet anneau. On dit qu'un anneau est unidimensionnel s’il est de dimension 1, et alors tous ses
idéaux premiers sont minimaux.

Proposition 4.10. Soit (A, m) un anneau local, C' son corps des fractions, et A # C. Les assertions suivantes
sont équivalentes :

(1) A est un anneau de valuation Noethérien.

(2) A est un anneau principal.

(3) A est Noethérien, unidimensionnel, et intégralement clos.

(4) [, m™ =0 et m est principal.

(5) A est un anneau de valuation dont le groupe des valeurs est isomorphe d Z.

Démonstration. Nous démontrons I’équivalence par les implications cycliques suivantes :

(D=2 =06)=6)=®=0)

(1) implique (2) par le Et évidemment (2) implique (1).

(2) implique (5) : Supposons m = (). Prenons a € A, d’aprés le théoréme d’intersection de Krull
, il exite un unique n € N tel que a € m™ mais a ¢ m™*!, définissons v(a) := n. Alors v(z) = 1 et le
groupe des valeurs est Z.

Réciproquement, si (5) est vrai, soit v : C* — Z. Soit « € C avec v(z) = 1. Pour tout idéal non nul I, il
existe y € I avec v(y) = n € N tel que n minimal. Alors yz~" est une unité, donc I = 2™ A, et A est principal.
Ainsi, (2) est vérifié.

(1) implique (3) : par A est intégralement clos.

Montrons que A est unidimensionnel. On a montré que (1) implique (2) et (2) implique (5), remarquons que
dans l'implication (5) = (2) on a montré que tout idéal non nul I de A s’écrit comme I = 2™ A avec v(z) = 1
pour certain n € N. On a forcément m = xA et donc I = m™. On conclut que le seul premier de hauteur 1 est m,
donc A est unidimensionnel.

(3) implique (4) : puisque Panneau est unidimensionnel donc m est minimal donc d’aprés [proposition 2.34|il
est principal, et I’assertion sur I'intersection découle du théoréme d’intersection de Krull (théoreme A.11]).

Supposons (4). Soit x € A tel que m = xA. Soit I un idéal non nul propre de A et y un élément non nul dans
1. Par propreté de I, il existe r; € A tel que y = r1x. Par induction, on construit des r,, € A tels que y = rx™.
Comme (), m’ = 0, il existe n tel que r,, ¢ m. Ainsi, yA = 2™ A. Choisissant y avec n minimal, I = 2" A = yA
est principal, donc (4) implique (2). O

4.2 ANNEAUX DE KRULL

Les clotures intégrales d’anneaux noethériens ne sont pas nécessairement noethériennes (pour la construction
d’un tel anneau de dimension quelconque, veuillez consulter la proposition 3.1 de [Huc76]). Néanmoins, la cloture
intégrale d’un anneau noethérien posseéde certaines propriétés intéressantes, que ’on va démontrer dans cette
section.

Définition 4.11. Un anneau intégre A est un anneau de Krull si
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1. Pour tout idéal premier p de A de hauteur un, A, est un anneau noethérien intégralement clos,

2. A = Nii(py=1 Aps et
3. Tout élément non nul z € A appartient & un nombre fini d’idéaux premiers de A de hauteur un.

Les anneaux de Krull ne sont pas nécessairement noethériens. Ils sont toujours intégralement clds car, pour
chaque idéal premier p de hauteur un dans A, A, est intégralement clos, donc leur intersection A est intégralement
close. Et on a 'inverse lorsque A est Noethérien :

Proposition 4.12. Un anneau intégre noethérien intégralement clos est un anneau de Krull.

Démonstration. Soit A un anneau intégre noethérien intégralement clos. Montrons d’abord la propriété (1) dans
la définition des anneaux de Krull . Soit p un idéal premier de hauteur 1 dans A.

Puisque A est noethérien, toute localisation A, est noethérienne

Montrons que A, est intégralement clos. Soit K le corps des fractions de A (et donc aussi de A,). Considérons
a € K entier sur A,. Il existe une relation :
ao

"t 4 2 =0 aveca;e A, s;€ A\p.
Sp—1 50

an—1
a4+

En multipliant par s = [ | s?_i, on obtient que s« est entier sur A. Comme A est intégralement clos, sa € A,
donc a = =% € A,,.

Montrons maintenant la propriété (3) dans la Soit € A non nul. Les idéaux premiers de
hauteur 1 contenant x correspondent aux idéaux premiers minimaux contenant (z). Par dans
un anneau noethérien, 1'idéal (z) est inclus dans un nombre fini d’idéaux premiers minimaux sur z, donc x
appartient & un nombre fini d’idéaux premiers de hauteur 1, ce qui conclut.

Montrons finalement la propriété (2). On a évidemment l'inclusion

Ac () 4

ht(p)=1

car pour tout p, on a A < A, par la puisque 1 ¢ p.

Montrons l'inclusion inverse. Soit « € ﬂht(p)=1 Ap. On veut montrer que o € A. Comme « est dans le corps
des fractions K de A, on peut écrire o = % avec x,y € A, y # 0. On considere I'idéal des dénominateurs :

J=(yAd:gx)={ac Al axreyA}

Lemme 4.13. Pour tout idéal premier p de hauteur 1, on a J & p.
Démonstration. On a o = % € Ay, donc il existe s ¢ p tel que sz € yA. Ainsi, s€ J mais s¢ p, dou J £ p. O
Lemme 4.14. Les idéaux premiers associés a J sont tous de hauteur 1.

Démonstration. Les idéaux premiers associés & J sont également associés a yA |, puisque : Si a € J alors ax € yA,
donc si pour m e A ma = 0, alors maz = 0 de méme si max = 0 (dans A/J) alors ma € J d’ou ann(a dans
A/J) = anna(ax dans yA) donc les idéaux premiers associés & J sont aussi associés a yA. Or par
les premiers associés de yA sont exactement les premiers minimaux de yA.

Dans un anneau noethérien intégre et intégralement clos, les idéaux premiers minimaux sur un élément non

nul sont de hauteur 1 (voir la démonstration de [proposition 2.34). Ce qui conclut. O

Revenons sur la démonstration de la D’apres le premier lemme, J n’est contenu dans aucun
idéal premier de hauteur 1. D’apres le second lemme, tous les idéaux premiers associés a J seraient de hauteur
1 ¢’ils existaient. Or J est inclus dans ses idéaux associés (car pour x € Atout élément de az € J) Donc J n’a
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aucun idéal premier associé, en particulier Ann4(1 dans A/J) = A, ce qui implique J = A. Par conséquent,
leJ,doncxzeyAeta= % € A. Ceci prouve 'inclusion inverse :

(| 4.c4

ht(p)=1
O

On va donner I’énnoncé du théoreme de Mori-Nagata, que 'on admettra pour la suite, les intéressés peuvent
consulter théoréme 4.10.5 de [Ree88] ou théoréme 3.21 de [SHO6] pour une démonstration.

Théoréme 4.15 (Mori-Nagata). La cloture intégrale A* d’un anneau noethérien réduit A dans son anneau total
de fractions est un produit direct de r anneaux de Krull, ou r est le nombre d’idéauzr premiers minimauz de A.



5
VALUATIONS DE KRULL, THEOREME DE VALUATION
DE REES

L’objectif de cette section est de conclure en donnant une démonstration du théoréme de Rees.

Théoréme 1 (Rees 1956). Soient A un anneau noethérien et f une filtration sur un anneau noethérien. Alors il

existe de maniére unique r € N,eq, -+ e, € Q et les valuations surjectives vy, -+ ,v, d valeur dans Z, tels que
. Vi
fhom(z) = min | —
1<i<r €;

et tels que écriture du minimum en termes de ces r valuations est irréductible.

5.1 VALUATION DE KRULL SUR UN ANNEAU NOETHERIEN INTEGRE

Nous prouverons ce théoréme par étapes. Dans cette section, nous supposons que A est un anneau integre
noethérien, puis nous étendrons dans la section suivante au cas non nécessairement integre.

Dans un premier temps, nous allons établir des conséquences du [théoreme 4.15(en termes de valuations.
Remarque 5.1. Si A est un anneau intégre, alors (0) est un idéal premier, donc il y a un unique idéal premier
minimal dans A. Le théoreme de Mori-Nagata implique donc que A* est un anneau de Krull.

Rappelons également la définition suivante :

Définition 5.2. La dimension de Krull de A, notée dim(A), est le sup, éventuellement infini, des longueurs
n des chaines strictement croissantes d’idéaux premiers :

POEPI &S S Pn
ou chaque p; est un idéal premier de A.

La notion d’idéal premier de hauteur 1, introduite dans la est primordiale dans le théoréme
de Mori-Nagata , étant donné qu’il est question d’anneaux de Krull. Il est alors facile de se
convaincre qu’il serait utile d’établir une correspondance bijective entre ces idéaux et un certain type de valuation.
Le but sera donc, dans un premier temps, de construire ces valuations. En voici la définition, dont la construction
sera justifiée en-dessous :

Définition - Proposition 5.3. Soit k le corps des fractions de A. Soit v une valuation & valeurs entiéres sur
k, positive sur A. On dit que v est une valuation de Krull sur A si d’une part son centre p = m,, (introduit
dans la est un idéal premier de hauteur 1 de A*, d’autre part son domaine de valuation A, est la
localisation de A* en m, et si v(w) = 1 ot 7 est un générateur de pAy.

Remarque 5.4. Le fait que p soit un idéal de A* est pratique parce que maintenant si v(x) # 0 alors x € p
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Démonstration. Ici, on a affirmé que pAJ était principal, et nous allons tacher de montrer pourquoi.

D’apres la dont nous allons utiliser le deuxieme point, il suffit de montrer que Aj est local,
d’idéal maximal pAF, que AF est noethérien, de dimension 1 et intégralement clos. Les deux premiers points sont
déja montrés grace a la Le fait que A} soit noethérien intégralement clos découle du théoréme
de Mori-Nagata, qui nous dit que A™ est un anneau de Krull. Reste a démontrer que A} est de dimension 1.

Nous avons vu grace au la correspondance bijective entre d’une part, les idéaux premiers de
A; et ceux de Ax contenus dans p. Elle se matérialise par la surjection canonique ®, : A* — A;‘. En d’autres
termes, a chaque chaine

PoSP1 S-S P

d’idéaux premiers dans A¥, correspond une chaine

O, (po) € @, (1) & - & Py (Pn)

d’idéaux premiers de A* contenus dans p, de méme longueur. Comme p est de hauteur 1, on en déduit que la

dimension de A;" est 1. Nous avons alors toutes les hypotheéses de la [proposition 4.10f Ce résultat vaut pour tout
idéal premier de A* de hauteur 1. O

Maintenant, il nous reste a montrer que 1'on a bien une correspondance bijective entre les idéaux premiers de
hauteurs 1 de A* et les valuations de Krull.

Proposition 5.5. On a une correspondance bijective entre les valuations de Krull sur A et les idéauzx premiers
de hauteur 1 sur A* p tel que p soit le centre de v et A} soit le domaine de valuation de v.

Démonstration. Par définition, si v est une valuation de Krull, alors son centre est de hauteur 1 (le centre d’une
valuation étant introduit en par la |définition - Proposition 5.3

Soit maintenant p un idéal premier de A* de hauteur 1. Nous allons construire une valuation de Krull ayant
pour centre p.

Notons 7 un générateur de Iidéal principal pAJ. Pour x € AF, on écrit z = un™ avec n un entier naturel
maximal, et u inversible (puisque pAj} est maximal d’apres la [proposition 2.5), et on note alors w(x) = n. Si
z =0, on note w(0) = c0. On a clairement une valuation a valeurs entieres sur Af. Puis pour 2 € A* on note
v(z) = w(Py(z)), ot P est le morphisme naturel de A* dans AY introduit a la fin de la|définition 2.1

On a par construction A, = A;‘ et m, = p. On voit qu’en fixant v(7w) = 1, on a 'unicité. En étendant v sur
le corps des fractions de A on a bien que v est une valuation de Krull de centre p. O

Nous pouvons alors énoncer le théoréme suivant, qui peut étre vu comme une réinterprétation du théoreme
de Mori-Nagata avec des valuations :

Théoréme 5.6. Soit A un anneau intégre noethérien, soit k son corps des fractions. Alors l’ensemble des
valuations de Krull sur A vérifie

— Six e A\{0}, alors v(x) # 0 seulement pour un nombre fini de valuations de Krull v sur A;

— Six €k alors x est entier sur A si et seulement si v(z) = 0 pour toute valuation de Krull v sur A ;

— On a une correspondance bijective entre les valuations de Krull sur A et les idéauz premiers de hauteur 1

sur A* p tel que p soit le centre de v et AF soit le domaine de valuation de v.
p que p P

Démonstration. Le dernier point a déja été montré. Pour le premier point, le théoreme de Mori-Nagata montre
que A* est un anneau de Krull donc en particulier x appartient & un nombre fini d’idéaux
premiers de hauteur 1 de A* et on conclut avec la correspondance bijective avec les valuations de Krull énoncée
au dernier point. Pour le deuxiéme point, comme A* est de Krull on a pour z € k

reA* < zre ﬂ Ay
ht(p)=1

donc z est intégral sur A si et seulement si z € A;‘ pour tout p idéal premier de hauteur 1 de A*, si et
seulement si x € A, pour toute valuation de Krull par le dernier point. O
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Poursuivons notre route vers le théoreme, tout en restant dans un premier temps avec des anneaux intégres.
Voici d’abord une notion qui va nous étre utile :

Définition 5.7 (Répétition de llexemple 3.15). Soit A un anneau noethérien intégre. Soit I un idéal de Ag, lui
méme un sous-anneau de A, tels que Vo € A,In € Z, ["x < Agy. Soit x € A. On note

max{n € Z,x € I"} si un tel entier est défini et = € Ay,
fr(x) =< oo siVneZ,xelI™ et x e Ay,
—n oit n = min{k € Z, I*x < Ay} si x ¢ Ay

Alors fr est une filtration sur A. Si I = aAg est principal avec a un élément régulier de Ag et A = Agy)
(c’est-a~dire un non diviseur de zéro), on note la filtration f,, et on 'appelle filtration principale sur A.

Dans le lemme suivant, nous démontrons d’abord le théoréme de Rees (théoreme 1)) au cas ol f est une
filtration principale. Comme nous le verrons, le théoréme général se prouve par réduction a ce cas. En d’autres
termes, nous démontrons le d’abord pour le cas de filtration principale dans le cas intégre. Rappelons
que si p est un idéal premier d’'un anneau Ag, on note (Ag), la localisation de Ay en le complémentaire de p, qui
est stable par multiplication.

Lemme 5.8. Soit Ay un anneau noethérien intégre, soit u un élément régulier de Ag. Soit A = Ag(,). Notons
fu la filtration principale définie sur A par u, Ag. Soient V1, ..., Vi les valuations de Krull sur Ag telles que pour
tout i € {1,...,k},Vi(u) > 0, existant d’aprés le théoréme précédent. Alors, si z € A :

(i) f¥(z) =2 n <= Vi, Vi(z) = nVi(u);

Vi(z)
.. hom _ . i
(”) fu (LU) - 121112]6‘/1(11,)
(iii) f(x) = |fi"(@)]
Démonstration. Nous avons que f,(r) = max{k € N,u=%z € Ap}. Dans le cas fini, notons n cet entier. Alors par
définition de f¥ :

, la représentation en fonction du minimum des valuations étant irréductible ;

r—1

f¥z) 2 n < 3Ir,da1,...,a, € Ag, 2" +a12" "+ +a, =0

avec fy(a;) = ni pour tout 7. En multipliant I’égalité polynémiale sur z par ©~™" on obtient

r—1

(v ") +u e (v ") 4+ e, =0

et donc que c’est équivalent & u~"x € Af. En effet le coefficient devant (u"z)" est a;u”™ qui est bien dans
Ap puisque fy(a;u™™) = ni —ni > 0. Or d’aprés le deuxiéme point du ceci est équivalent a dire
que Vie{l...,k},Vi(u™"z) =0o0uVie{l... k},Vi(x) = nV;(u) (comme c’est vrai pour les autres valuations
de Krull, ie celle qui annulent u), ce qui prouve le premier point.

Prouvons les deux autres en méme temps. Réécrivons ce que nous venons de montrer sous la forme

ol

2 = i, |

1<i<k

Vi
Z(x) Nous allons montrer par double inégalité qu'elle est égale & f1°™(z). D’apres le

1<i<k Vi(u
fait suivant la |définition 3.5 g est une filtration homogene et d’apres lemme 3.21{ g(z) = f*(z) = fu(z). Donc
g(x) = fhom(z) (Il suffit de remplacer = par ™ /n dans I'inégalité précédente et de faire tendre n vers 'infini).
Pour l'autre coté, choisissons n un multiple des entiers V;(u). Alors

Soit g(x) = min

car cette fraction est un entier. A nouveau par le lemme 3.21}

faom (@) = fi(2") = ”@i&@(u) = n9le)
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et comme f2°™ est homogene on a
£ (@) 2 g(w)

ce qui conclut.

Il nous reste & montrer l'irréductibilité de 'écriture. Pour j € {1,...,k} notons p; le centre de V; sur Af n A.
D’aprés le ce sont des idéaux premiers distincts de hauteur 1. Aucun ne contient alors un autre.

Donc pour i € {1, ..., k} est fixé, pour tout j # ¢ nous pouvons trouver z;; dans p;\p;. Soit y; = [ ] z;;, alors
Jj#i

Yi € ﬂ Py \pi

J#i

ey
donc Vj(y;) > 0si j # 14, et Vi(y;) = 0. Comme y; € A nous pouvons écrire y; = —:l ou x; € Ag et n € N, alors le
u

fait que Vj(y;) > 0si j # 4, et Vi(y;) = 0 se réécrit

Vi(z;) < V(i)
Vi(u) Vi(u)
ce qui montre l'irréductibilité de I’écriture et acheve la preuve. O

5.2 CAS NON NECESSAIREMENT INTEGRE

Nous allons dans cette section prouver un théoreme qui est une version du lemme dans le cas non integre,
mais toujours avec la filtration principale.
En premier lieu, étendons la définition de valuation de Krull dans le cas non intégre :

Définition 5.9. Soit V une valuation a valeurs entiéres sur un anneau noethérien A. On dit que V est une
valuation de Krull sur A si elle est de la forme

V() = W(by(x))

ol p est un idéal premier minimal de A, 6, est la réduction modulo p : A — A/p et W est une valuation de
Krull sur A/p (qui est integre). p est 'ensemble des = € A tels que V(x) = o0 et est appelé 'idéal limite de V.

Alors, le premier point du devient

Théoréme 5.10. Si z € A n'appartient & aucun idéal premier minimal de A alors V(z) # 0 seulement pour un
nombre fini de valuations de Krull V sur A.

Démonstration. Soit p un idéal premier minimal de A. Si x n’appartient a aucun idéal premier minimal , alors
x ¢ p, donc x # 0 dans A/p et il existe un nombre fini valuation de Krull Wsur A/p, tel que W (z) # 0 d’aprés
donc il existe un nombre fini de valuations de Krull de A de la forme V(z) = W(6,(z)) tel que
V(z) = 0. Donc puisqu’il y a un nombre fini d’idéaux premier minimaux dans un anneau noethérien, ¢a conclut.

O

Remarque 5.11. Si u est un élément régulier de A, alors u n’appartient a aucun idéal premier minimal de A, et
le théoréme précédent s’applique. En effet si u appartenait & un idéal premier minimal p, alors p serait associé a
A. 1l existerait alors x € Ag tel que Ann4 x = p. Puisque u € p on aurait uz = 0 donc x = 0 ce qui est absurde.

Nous avons maintenant le cadre pour citer le théoreme suivant :
Théoréme 5.12. Soit Ay un anneau noethérien, soit u un élément régulier de Ag. Soit A = Ag(,). Soient

Wi, ..., Vi les extensions a A des valuations de Krull sur Agy telles que pour tout i € {1,... k}, Vi(u) > 0, existant
d’apres la remarque précédente. Alors, si x € A :
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(i) f¥(x) zn < Vi,Vi(z) = nV(u);
(i) from(z) = min L&)

1<i<k Vi(u)
(iii) fi(x) = | fi"(@)]

Démonstration. Regardons le premier point dans un premier temps. Le [théoreme 1.5 nous permet de noter
P1,--.,Ps les idéaux premiers minimaux de Ayp.

Le permet d’avoir
fu(x) = min (fu/p;A)*(z;), ot 2; =z + p; € Afpi.

1<i<s

, la représentation en fonction du minimum des valuations étant irréductible ;

Notons u;, z; les images de u,z dans A/p;A. Alors f,/p;A est la filtration principale f,, sur (Ao/pi)ew,) =
A/p;A. Notons W;; pour j € {1, ..., k;} les valuations de Krull sur Ay/p; telles que W;;(w;) > O pouri e {1,...,s}.
Elles existent car u; # 0. Soit maintenant

pour z € A ou 6; est la réduction modulo p; : A — A/p;A,m =k +-- -+ ki1 +jetk=Fk +-- + ks Alors

Fi@) =m e Vie{l,... s} fi@) >n

On peut appliquer le a ces filtrations principales (sur des anneaux intégres), qui donne que ceci est

équivalent a
Vie{l,...,shVie{l,... .k}, Wij(z;) = nWij(u;)
qui se réécrit
Yme{1,...,k}, Vin(z) = nVp(u)
ce qui prouve le premier point.
Les deux autres points se démontrent ensuite comme dans le[lemme 5.8] & part I'affirmation sur irréductibilité

de I’écriture du minimum des valuations, que nous allons tacher de montrer ci-dessous.
On doit montrer que pour tout m € {1,...,k} il existe y,,, € A tel que pour tout j # m :

N Vm(ym) Vj(ym)
Sty = Vi)

soit satisfaite.

Fixons m, et divisons I’ensemble des valeurs de j # m en deux ensembles S et S’ : S étant I’ensemble des
J tels que V;,,(z) et Vj(x) prennent la valeur oo sur le méme idéal premier minimal p de A, et S" comprenant
toutes les autres valeurs de j (différentes de m).

Il découle alors du que l'on peut trouver un élément y tel que la propriété S(m, j) soit vérifiée
pour tout j € S, avec Y, = .

Ensuite, on peut choisir un élément z € A n’appartenant pas a p, mais appartenant a tous les autres idéaux
premiers minimaux de A, de sorte que Vj(z) = o0 si j € S’, tandis que Vj(z) est fini si j € S.

On peut donc choisir N tel que :

N <“;m(y) Vj(y)) _ Vi@ Val?)

(W) Vitw)/) " Vi) Viu(w)

pour tout j € S.
Il en découle alors que, si y,, = y"z, la propriété S(m,j) est vérifiée pour tout j # m, et 1’énoncé
d’irréductibilité s’en déduit. O

Théoréme 5.13. Soit A un anneau noethérien, et f une filtration noethérienne sur A. Soit Agy le sous-anneau
de A formé des éléments x tels que f(x) = 0.

Soient V1, ..., Vi, les extensions ¢ G(f) des valuations de Krull sur Ag telles que pour touti € {1,... k}, Vi(u) >
0. Soient vy, ...,v les normalisations de leurs restrictions a A.

Alors il existe des rationnels strictement positifs e, ..., ey tels que :
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i) f*(x) = n si et seulement si v;(x) = ne; pour tout i € {1,..., k},

i) fom(z) = min U0

1<i<k e;
i) f*(x) = |from(x)].

Démonstration. On applique le théoréme 5.12] en prenant Ag = G(f) et A = G(f)[t,u]. En effet on a A[t,u] =
G(f)()- (Rappelons remarque 3.30) On considere la filtration principale f, sur A[t, u].

Nous pouvons appliquer [proposition 4.10]: le dernier point nous dit que le groupe des valeurs des V; sont
isomorphes a Z (si V; prend des valeurs finies non nulles).

Les v1,..., v sont les normalisations des restrictions des Vi,...,Vy a A, c’est-a-dire :

, la représentation étant irréductible

— si V; prend uniquement les valeurs 0 ou oo sur A, alors v; = V;
— sinon, si V;(z) prend des valeurs multiples d’un entier positif m;, alors v; = miVl

Par ailleurs, affirmons que f est la restriction de f,(z) & A. Donnons-en une justification : A est 'ensemble
des éléments de A[t,u] de degré 0. Soit x € A. Si z € G(f), alors f,(z) = max{n € N,zt" € G(f)} = f(z) par
définition de G(f). Si x ¢ G(f), fu(z) = —min{n € N,u"z € G(f)} = f(x) encore une fois. On a donc bien que f
est la restriction de f, & A. Ce fait est crucial puisqu’il permet d’appliquer les théorémes précédents directement.

On a également que f*(x) et f2°™(z) sont les restrictions respectives de f(x) et fiom(x) a A.

On peut donc écrire la conclusion (i) du [théoreme 5.12|sous la forme :

Vitw) X < fini
=2 si v;(z) prend des valeurs finies non nulles,
[f(x) =2n < vi(x) =ne;, ote =L ™ , i(@) p
1 si v;(z) prend seulement les valeurs 0 ou co.
Les e; sont rationnels et positifs.
Il reste & montrer l'irréductibilité de ’écriture du deuxieme point. Soit m il existe un élément que 'on peut

supposer homogene X = zu" avec x € A tel que

si j # m. Cela entraine que

si j # m, ce qui conclut.
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APPENDICE

A.1 LES (CONTRE-)EXEMPLES DE NOETHERIENITE

Dans cette partie, nous allons nous pencher sur quelques exemples intéressants, qui donnent une réponse
négative a la question suivante :

Question A.1. Est-un sous-anneau d’un anneau Noethérien forcément Noethérien ¢ La propriété de 3-objets
est-elle valide pour une suite exacte courte d’anneaux ?

Exemple A.2. Considérons les anneaux suivants :

— A; := R[X] est Noethérien d’apres le théoréme de base de Hilbert (théoréme 1.9).

— Notons Ay 'anneau des fonctions analytiques sur R, ¢’est un anneau qui contient A; comme un sous-anneau.
On montre que As n’est pas Noethérien :

Démonstration. Notons I,, ’ensemble des fonctions s’annulant sur 2"Z, on vérifie aisément que (I,)n>0
forme une suite strictement croissante d’idéaux, donc As n’est pas Noethérien. O

— Considérons maintenant Az 'anneau des fonctions analytiques sur [—1, 1], ¢’est un anneau qui contient A
comme un sous-anneau, et il est Noethérien !

Démonstration. Pour une fonction f analytique sur [—1, 1] non-zéro, 'ensemble des zéros est un ensemble
discret. Vue que [—1, 1] est compact, cet ensemble est donc fini. On obtient donc que f s’écrit comme le
produit d’un polynéme avec un élément inversible, la noethérienité suit du lemme suivant :

Lemme A.3. Soit A un anneau, supposons qu’il admet un sous-anneau Noethérien Ag S R tel que tous
les éléments de R s’écrit comme le produit d’un élément de Ay avec un élément inversible, alors A est
Noethérien.

Démonstration dellemme A.3 Soit I € A un idéal quelconque. Montrons que I est de type fini.

Considérons J := I n Ap. Alors, J est un idéal de Ag, donc il est engendré par un nombre fini d’éléments
ai, - ,an € Ag car Ag est Noethérien.

Soit a € I. Par hypotheése, on écrit a = ag - u avec ag € Ag et u inversible. Alors :

a=a-ulte] = a0=2)\iai (N € Ap).

i=1
En multipliant par u :

a= Z(Ai-u)ai ol M\ -uc€A.
i=1

Ainsi, {a1,...,a,} engendre I. O
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— Maintenant, voyons I’exemple de 'anneau A, des fonctions analytiques sur | — 1, 1[. Il contient A3 comme
sous-anneau, et il n’est pas Noethérien.

Démonstration. Considérons une suite infinie de points distincts (2, )neny <] — 1, 1[ accumulés en 1, par
exemple z,, = 1 — 2. Pour chaque k > 1, définissons I, = {f € Ay : f(zqr,) = 0,Vn € N}, alors la chaine
d’idéaux I; € Io € I3 S - -- ne stationne jamais. Ceci contredit la condition de chaine croissante. O

— Si on considere A5 'anneau des fonctions analytiques au tour de 0, ce qui contient A, comme sous-anneau,
on trouve que tous les éléments s’écrit comme le produit de ™ avec un élément inversible pour certain n,

donc on conlut par que As est Noethérien.

— Notons Ag I'anneau des fonctions lisses autour de 0, il contient As comme sous-anneau, mais on peut
montrer qu’il n’est pas Noethérien !

Démonstration. Considérons la fonction suivante

e 37 siz #0,
0 siz=0.

Notons I,, := (g2_n). Onalychc---<1,<I,41 < est une chaine strictement croissante d’idéaux,
donc Ag n’est pas Noethérien. O

— On peut construire un autre anneau, ’anneau des séries formelles A7 := R[[z]], il contient également As
comme sous-anneau, mais différent que Ag, il est Noethérien : tous les éléments s’écrit comme le produit
de z™ avec un élément inversible pour certain n comme dans le cas de As.

— Considérons finalement 'anneau des séries de Puiseaux

As = | R[[z7]].

neN*

Il contient A7 comme sous-anneau, et il n’est pas Noethérien : on a une chaine strictement croissante
1. 1 1
d'idéaux (2) < (z2) & (z1) & -

D’apres ces exemples, la partie "sous-module" de |[question A.1| est fausse : un sous-anneau d’un anneau
Noethérien n’est pas forcément Noethérien. On va maintenant montrer que la partie "module quotient" est encore
valide.

Lemme A.4. Soient Ay et Ay deux anneauz avec un morphisme surjectif ¢ : Ay — Ag, supposons que Ay est
Noeteérien, alors As est aussi Noethérien.

Démonstration. Soit J € A, un idéal, montrons qu’il est de type fini. Considérons son image réciproque
¢ H(J) ={ae Ailp(a) e T}

C’est un idéal de A;. Puisque A; est Noethérien, il est engendré par un nombre fini d’éléments aq,--- ,a, € A;.
Puisque ¢ est surjective, tout élément de J s’écrit comme ¢(a) avec a € p~1(J). On a alors

a= i)\iai Nied) = ola) =D e(\)p(a).

i=1

Ainsi, J est engendré par {¢(a1), -, @(ay)}. O
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A.2 IDEAUX MONOMIAUX

Dans cette section, nous allons nous intéresser plus particulierement aux idéaux moniaux, et cela nous
permettra d’illustrer la notion de cléture intégrale avec un exemple tres graphique de ce qu’elle représente. Cet
exemple est inspiré du livre de L. Swanson et C. Huneke, [SHO6]. Pour cela, nous démontrerons la proposition
suivante :

Proposition A.5. L’ensemble des exposants de la cloture intégrale d’un idéal monomial I est exactement
l’ensemble des points entiers du réseau contenus dans [’enveloppe convexe de l’ensemble des exposants de I.

Commencgons alors par définir ce qu’est un idéal monomial.

Définition A.6. Soit k£ un corps et soient Xj,..., Xy des variables sur k. Un mondéme dans 'anneau de
polynoémes k[ X7, ..., X4] (ou alternativement dans ’anneau des séries entiéres convergentes C{X1,..., X4} ou
dans 'anneau des séries formelles k[[X1,..., Xq]]) est un élément de la forme X7 X5 --- X7 pour certains
entiers naturels nq,...,ng. Un idéal est dit monomial s’il est engendré par des monomes.

L’anneau polynomial k[X1,..., X,] possede une graduation naturelle par N¢ définie par :
deg(X;) = (0,...,0,1,0,...,0) e N,

avec 1 a la ¢-éme position et 0 ailleur, et sous cette graduation, les idéaux monomiaux sont homogenes.
Soit I un idéal monomial et soit 7 = X{"* X2 --- X un mondme appartenant a la cloture intégrale de I.
Supposons que r satisfait une équation de dépendance intégrale sur I :

a4 ayr +a, = 0.
Comme I est un idéal monomial, homogene sous la graduation naturelle par N¢ sur k[X1,..., X,], chaque
morceau gradué de chaque a; est également un élément de I°. En particulier, la partie homogene de 1’équation
ci-dessus de degré n(ni,...,nq) est aussi une équation de dépendance intégrale de r sur I.
Ainsi, si b; désigne la composante homogene de a; de degré i(nq,...,nq), alors I’équation

P b e by + by =0

est également une équation de dépendance intégrale de r sur I.

Soit i un entier tel que b;r™ % soit non nul. Comme 7™ et b;r"~* sont tous deux de degré n(ny,...,nq), et
puisque la composante graduée de k[ X, ..., X4] de degré n(nq,...,ng) est un espace vectoriel de dimension
un sur k, il existe une unité u € k telle que r™ + ub;7"~% = 0. En divisant par "%, on obtient une équation
de dépendance intégrale de r sur I sous la forme r* — ¢; = 0, pour un certain ¢; € I* qui est un produit de 4
mondmes de [.

Ainsi, le probleme de trouver une équation de dépendance intégrale d’'un monéme r sur un idéal monomial I
se réduit & trouver un entier i et des monémes my, ..., m; € I tels que * —mq ---m; = 0. Grace & cela, on peut
démontrer que la cloture intégrale d’'un idéal monomial est encore un idéal monomial.

n—t

Proposition A.7. La cléture intégrale d’un idéal monomial I dans un anneau de polynomes k[ X1, ..., X4 est
un tdéal monomial.

Démonstration. Supposons par contradiction qu'il existe un élément f € I qui n’est pas un mondme et qu’aucune
de ses composantes homogenes n’est dans I. Ecrivons f sous la forme :

f:Zfla

leA

ol A est un sous-ensemble fini de N et ou chaque f; est une composante homogene de degré [ de f. Soit L € A
tel que fr # 0.



RAPPORT DU PROJET:
ETUDE ASYMPTOTIQUE
DES ANNEAUX FILTRES

.'\ INSTITUT
SW® " POLYTECHNIQUE
“Y@l: DE PARIS

ECOLE
POLYTECHNIQUE

Si k est algébriquement clos, tout automorphisme d’anneau ¢ de k[ X, ..., Xy] préserve les équations de
dépendance intégrale. En particulier, en choisissant des unités uq, ..., uq € k et définissant ’automorphisme ¢,
par ¢, (X;) = u; X;, on obtient un élément g défini par g = ulL1 udef — @u(f). Cet élément g appartient a
la cloture intégrale de I, possede strictement moins de composantes homogenes non nulles que f, et chaque
composante homogeéne de g est un multiple scalaire d’'une composante homogene de f. Par induction, cela
implique que certaines composantes homogenes de f sont dans la cloture intégrale de I, ce qui contredit le choix

de f.
Soit maintenant k un corps arbitraire et soit k sa cloture algébrique. Par le cas précédent, nous savons que
chaque mondme apparaissant dans f avec un coefficient non nul est intégral sur Tk[X1,..., X4]. Ainsi, d’aprés

le raisonnement précédent, chaque monoéme r apparaissant dans f satisfait une équation intégrale de la forme :

rt—a; =0,
pour un certain a; qui est un produit de s mondémes de Tk[X71,..., X4].
Par conséquent, a; est aussi un produit de ¢ monoémes de I, ce qui implique que r est intégral sur I.
Ainsi, la cloture intégrale de I est nécessairement un idéal monomial. O
Définition A.8. Soit A = k[X},..., X4]| un anneau de polynémes. Pour tout monéme m = X" X5 .- X,
son vecteur d’ezposants est donné par (ni,...,nq) € N Pour un idéal monomial I, ’ensemble de tous les

vecteurs d’exposants des mondmes appartenant a I est appelé l'ensemble des exposants de I.

Considérons I'idéal monomial I = (X4, XY?2,Y?) c C[X,Y]. L’ensemble des exposants de I est constitué de
tous les points du réseau entier qui touchent ou se trouvent dans la région grisée dans :

FIGURE A.1 — La région grisée pour I'idéal I = (X%, XY?,Y?3) c C[X,Y]

Si G est un ensemble de générateurs monomiaux de I, alors I’ensemble des exposants de I est constitué de
tous les points de N? qui sont composante par composante supérieurs ou égaux au vecteur d’exposants de I'un
des éléments de GG. En d’autres termes, un monéme m appartient a un idéal monomial I si et seulement si m est
un multiple d’un des générateurs monomiaux de I.

Démonstration de[proposition A.5 Si un mondéme r = X" X7 --- X7 est intégral sur I, nous avons montré
qu’il existe un entier positif 7 et un produit a; de ¢ mondémes de I tel que r* — a; = 0. Un produit arbitraire a; de

i monomes dans I est de la forme a; = bm* mk2 ... m¥s ot b est un autre monéme et o les k; sont des entiers

positifs vérifiant ky + ko + - - - + k, = 4. Ainsi, nous avons 7 = bm]f‘m;€2 . m’sC
En comparant chaque coordonnée [ = 1,...,d, on obtient 'inégalité :

. . k;
i-n = Z king de, n = 2 Tnjl.
J J
Ainsi, le probleme de déterminer les monémes r = X" X2 .- X intégralement clos dans I revient &
trouver des nombres rationnels positifs ¢y, ..., cq tels que :

(n1,ng,...,ng) = ECj(njh’l’ng, M),
J
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avec la condition supplémentaire :

Y =1. (A1)

D’un point de vue géométrique, la construction des (nq,...,ny) satisfaisant cette inégalité est équivalente a
rechercher les points entiers du réseau dans ’enveloppe convexe de I’ensemble des exposants de 'idéal 1. O

Nous avons donc vu ce que pouvait représenter visuellement une cléture intégrale, ce qui clot donc notre
digression sur les idéaux monomiaux.

A.3 LEMME D’ARTIN-REES ET THEOREME D’INTERSECTION DE KRULL

Cette partie suit principalement la présentation du chapitre 5 de [Eis13|. On considére une suite d’idéaux
multiplicative décroissante d’un anneau A,

A:I()DleIQD“'

telle que I,I; < I, ; pour tout i et tout j. (Une telle suite correponde & une filtration & valeur entiére positive
d’apres Ou plus généralement, on considére une suite décroissante de A-sous-modules d’un
A-module M telle que

M=Myo>M; >

et que IM,, € M, ;1 pour tout n = 0. (On appelle une telle suite une suite de I-filtration.) On dit qu’une telle
suite est I-stable (avec I un idéal de R) si IM,, = M, 1 & partir de certain rang.
Le but de cette note est de démontrer le résultat clasique sur la stabilité suivant :

Théoréme A.9 (Lemme d’Artin-Rees). Soit A un anneau Noethérien, I < A un idéal et M' < M deux
A-modules de type fini. Alors, pour toute suite de I-filtration stable de M :

M=My>M -
la filtration induite de M’ :
M=M~nrMyoM  "Mi~A"M ~A~My>---
est aussi I-stable.

Soit A un anneau et I < A un idéal, on définit 1’algébre éclatée de I dans A comme la A-algebre

BiA:= @ I" ~ A[tI] < A[t].
n=0
Pour une suite de [-filtration J : M = My > My > --- d’'un A-module M, on définit le By A-module éclaté
gradé
BsM = (—D M,.

n=0
Proposition A.10. Siles M; sont de type fini, alors J stable <= BgsM de type fini.

Démonstration. Si By M est de type fini, on peut supposer qu’il existe une famille génératrice finie contenue
dans @Z:o Mj.. Donc pour tout ¢ = 0, M, ,; est engemdré par les éléments de M}, avec k < n, et donc engendré
par M,,. On conclut que M, ; = I'M,,, donc J est stable. L’assertion réciproque est évidente. O

Maintenant on peut démontrer le lemme d’Artin Rees.

Démonstration. (du[théoreme A.9) On observe que Bz M’ est un ByA-sous-module de By M, qui est de type
fini d’apres Proposition [proposition A.10]

Puisque BrA est une A-algeébre de type fini et A est Noethérien, BrA est lui-memém Noethérien. Bz M’ est
ainsi de type fini. On conclut par Proposition [proposition A.10} O
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Théoréme A.11 (Théoreme d’intersection de Krull). Soit I < A un idéal d’un anneau Noethérien et M un
R-anneau de type fini. Alors il existe un élément r € I tel que

e}
(1—r) () I'M =0.
j=1

Particuliérement, si R est un anneau intégre ou local, et I est un idéal propre, alors

0
(7 =o.
j=1

Démonstration. Posons M’ = ﬂ;ozl I7M, et on applique Lemme d’Artin-ReeS on obtient qu’il existe p € Z~
tel que M’ = M’ n IP*IM = I(M' ~n IPM) = IM’, donc il existe r € I tel que (1 —r)M’ = 0. (c.f. [AM94]
Corollaire 2.5). O

Remarque A.12. On a un résultat plus général : sous la condition du [théoreme A.11] le sous-module maximal de
M qui est annulé par un élément de forme 1 — r avec r € I est exactement M’ : quelque soit N < M tel que
(1—=r")N=N,ona N=rN.Donc N=r'NcI’NcI?M pour tout j = 0, donc N c M.
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