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INTRODUCTION

Les filtrations apparaissent dans divers domaines des mathématiques : géométrie différentielle et algébrique,
théorie des nombres, algèbre linéaire, etc.

Dans ce rapport sera résumé notre projet scientifique collectif sur les travaux des études asymptotiques des
filtrations avec un point de vue algébrique. Plus précisément, on démontre le théorème de valuation de David
Rees (le théorème 2).

Donnons maintenant une brève introduction sur ce théorème et son histoire.
Soit A un anneau, une filtration sur A est une application f : A Ñ R Y t`8u qui vérifie les propriétés

suivantes :
— fpx ` yq ě minpfpxq, fpyqq pour tout x, y P A ;
— fpxyq ě fpxq ` fpyq pour tout x, y P A.

Exemple 1. Voyons quelques exemples de filtration.
— On peut introduire la filtration induite par un idéal I de A :

fIpxq :“ maxt n P N Y t`8u | x P In u.

— Ordre d’annulation : Prenons A l’anneau des fonctions holomorphes sur un voisinage de 0 dans le plan
complexe. On définit l’application f en envoyant une fonction h holomorphe autour de 0 à son ordre
d’annulation en 0, i.e. fphq :“ ord0phq. (On envoie la fonction identiquement nulle à `8.) On peut vérifier
que f est une filtration. Cette filtration est induite par i’idéal engendré par la fonction identité z ÞÑ z.

— Prenons encore A l’anneau des fonctions holomorphes sur un voisinage de 0 dans le plan complexe. Prenons
f 1 “ minpf, 1q, alors f 1 est une filtration.

Pour une filtration f , on a la fonction de Samuel

fhom :“ lim
nÑ8

fpxnq

n
.

Cette fonction a été proposée par Pierre Samuel, qui conjectura dans Some asymptotic properties of powers
of ideals [Sam52] (ouvrage qui marqua le début des études de la théorie asymptotique des idéaux) que celle-ci
prenait toujours des valeurs rationnelles dans le cas des filtrations induites par des idéaux. Cette conjecture fut
résolue indépendamment par Rees [Ree56] et Nagata [Nag57]. Dans ce projet, on étudie la solution de Rees, qui
est le théorème suivant :

Théorème 2 (Rees 1956). Soient A un anneau noethérien et I Ă A un idéal. Alors il existe de manière unique
r P N, e1, ¨ ¨ ¨ , er P Q et les valuations surjectives v1, ¨ ¨ ¨ , vr à valeur dans Z, tels que

fhom
I pxq “ min

1ďiďr

ˆ

vi

ei

˙

et tels que l’écriture du minimum en termes de ces r valuations est irréductible.

Où une valuation est une filtration v positive telle que vpxyq “ vpxq ` vpyq.
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Exemple 3. — Dans l’exemple 1, la deuxième filtration (ordre d’annulation) est une valuation, tandis que la
troisième n’est pas une valuation.

— Prenons A “ CrX, Y s. Pour un polynôme P P A, on considère la restriction sur la courbe pt, etqtPC. Par
analycité, on peut l’écrire en suite formelle

P pt, etq “
ÿ

iě0
aipP qti.

Définissons vpP q comme l’indice minimale i telle que aipP q ‰ 0. On vérifie bien que c’est une valuation.
— Prenons encore A “ CrX, Y s. Pour un polynôme P P A, on écrit P pX, Y q “

ř

i,j ai,jXiY j , on définit
vpP q :“ minti ` 2j : ai,j ‰ 0u, c’est bien une valuation.

Dans ce rapport, nous verrons plus en détail ces définitions et nous développerons une boîte à outils pour
aborder le théorème de Rees. Dans le chapitre 1, nous introduirons les résultats de l’algèbre commutative : nous
parlerons notamment d’anneaux et modules noethériens, un concept essentiel de l’algèbre commutative ; ainsi
que les définitions d’anneaux et modules gradués, et enfin un critère pour justifier la nothérienité d’un anneau
gradué (théorème 1.16). On donne ici une motivation géométrique pour la notion de Noethérienité :

En géométrie algébrique, on peut établir une correspondance entre les idéaux et les sous-ensembles algébriques
de la manière suivante. Considérons Pn “ tpz1, . . . , znq P Cn, Di, zi ‰ 0u{C˚ (espace projectif) et prenons I un
idéal des polynômes homogènes sur Pn, on lui associe l’ensemble algébrique

V pIq :“ tz P Pn : @f P I, fpzq “ 0u

En faisant résonner cette notion avec la noethériennité des anneaux, on a qu’une suite croissante d’idéaux donne
une suite décroissante d’ensembles algébriques.

Réciproquement, à un ensemble algébrique X nous associons l’idéal IpXq des polynômes homogènes s’annulant
sur X, i.e., IpXq :“ tf P CrX1, X2, ¨ ¨ ¨ , Xns homogène : @x P X, fpxq “ 0u.

Ceci nous permet de visualiser les idéaux de manière géométrique. Par exemple, prenons un ensemble
algébrique X non irréductible, c’est-à-dire s’écrivant comme union de deux ensembles strictement plus petits X1
et X2, alors nous vérifions facilement que IpXq n’est pas un idéal premier. En effet prenons f P IpX1qzIpXq,
g P IpX2qzIpXq, alors fg P IpXq. Alors le théorème 1.5 de E. Noether sur les premiers minimaux nous montre
que tout ensemble algébrique peut s’écrire comme une union finie d’ensembles algébriques irréductibles.

Dans le chapitre 2, nous parlerons de localisation, des premiers associés et de l’intégralité. Les études de
ces conceptions donnent des outils puissants pour la suite. Dans le chapitre 3, nous définirons les filtrations
noethériennes, qui seront les objets principaux de notre étude. Dans le chapitre 4 nous parlerons d’anneaux
de valuation et d’anneaux de Krull, afin d’énoncer le théorème de Mori-Nagata (théorème 4.15), qui sera un
outil important pour démontrer le théorème de Rees ; puis finalement nous réinterprèterons dans le chapitre 5 le
théorème de Mori-Nagata en utilisant les valuations de Krull, que l’on définira, et nous pourrons alors démontrer
le théorème de Rees.
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1
NOETHÉRIENITÉ

Dans cette partie, nous introduirons des notions dans l’algèbre commutative qui seront utiles dans notre
projet, par exemple, celle de Noethérienité, en suivant (principalement) le livre d’Atiyah-MacDonald [AM94].
Nous parlerons aussi du radical d’un idéal et donnerons son expression comme intersection des idéaux premiers.
Enfin, nous discuterons en particulier le cas d’un anneau Noethérien.

Dans la suite de ce chapitre, A sera un anneau commutatif.

1.1 Anneaux et Modules Noethériens

La notion de Noethérienité joue un rôle très important dans l’algèbre. Dans cette partie, nous donnerons les
définitions des anneaux et modules noethériens et démontrerons leur équivalence ainsi que quelques résultats
connus, notamment le théorème de base de Hilbert (théorème 1.9).

Définition 1.1 (Anneau Noethérien). On dit que A est Noethérien si tous ses idéaux sont de type fini, ou de
manière équivalente, toute suite croissante d’idéaux est stationnaire.

Définition 1.2 (Module Noethérien). Soit A un anneau, un A-module M est dit Noethérien si tout sous-module
de M est de type fini, ou de manière équivalente, toute suite croissante de sous-modules de M est stationnaire.

Remarque 1.3. Un anneau A est Noethérien si et seulement s’il est Noethérien en tant qu’un A-module car les
sous-modules de A sont exactement les idéaux.

Montrons maintenant l’équivalence entre les différentes définitions :

Proposition 1.4. Soit A un anneau, et soit M un A-module, alors les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. Tout sous-module de M est de type fini.
2. Toute suite croissante de sous-modules de M est stationnaire.
3. Toute famille non-vide de sous-modules de M admet un élément maximal.
4. Pour toute suite pfnqnPN d’éléments de M , il existe m P N tel que pour tout n ą m, on peut écrire fn

comme combinaison linéaire de f0, f1, ¨ ¨ ¨ , fm avec coefficients dans A.

Démonstration. Nous démontrons l’équivalence par les implications cycliques suivantes :

p1q ñ p2q ñ p3q ñ p1q et p1q ô p4q

(1) ñ (2) : Soit N1 Ď N2 Ď ¨ ¨ ¨ une suite croissante de sous-modules. Posons N “
Ť

kě1 Nk. Alors N est un
sous-module de M . Par (1), N est engendré par un nombre fini d’éléments x1, . . . , xr. Chaque xi appartient à
un Nki

. Soit m “ maxtkiu, alors N Ď Nm donc N “ Nm, et la suite stationne.
(2) ñ (3) : Par l’absurde, supposons qu’une famille F n’ait pas d’élément maximal. Alors, on peut construire
une suite infinie strictement croissante N1 Ĺ N2 Ĺ ¨ ¨ ¨ , ce qui contredit (2). Donc F admet un élément maximal.
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(3) ñ (1) : Soit N Ď M un sous-module. Considérons F :“ tsous-modules de type fini de Nu. On sait que F
est non vide car il contient t0u. Par (3), il existe un élément maximal N 1 P F . Si N 1 ‰ N , soit x P NzN 1 alors
N 1 ` Ax contredit la maximalité de N . On conclut que N 1 “ N donc N est de type fini.
(1) ñ (4) : Soit pfnq une suite dans M . Alors, le sous-module N “ xfnynPN est de type fini par (1). Soient
g1, . . . , gk des générateurs de N , chaque gi est combinaison linéaire d’un nombre fini de fn. Soit m le plus grand
indice utilisé, alors fm`1, fm`2, . . . P xf0, . . . , fmy.
(4) ñ (1) : Par l’absurde, supposons qu’il existe un sous-module N qui n’est pas de type fini. Alors on construit
par récurrence une suite pfnq où fk`1 R xf0, . . . , fky, ce qui contredit (4). Donc N doit être de type fini.

Les implications ci-dessus montrent l’équivalence.

Cette équivalence nous donne une flexibilité d’utiliser la notion de noethérienité dans ce projet. Voyons par
exemple le théorème des premiers minimaux de Noether :

Théorème 1.5 (Théorème des premiers minimaux de Noether). Soit A un anneau Noethérien et I Ă A un
idéal, alors il n’exite qu’un nombre fini d’idéaux premiers minimaux (par inclusion) contenant I.

Remarque 1.6. Ces idéaux sont appelés les premiers minimaux sur I.

Démonstration. Considérons la famille K :“ tI Ă A : le théorème n’est pas vraiu. Il faut montrer que K est
vide, supposons le contraire. Alors K admet un élément maximal d’après la noethérienité de A (proposition 1.4(3)),
notons I0 cet élément maximal. I0 n’est donc pas premier car s’il l’est, il est forcément le seul idéal premier
minimal contenant I0.

Prenons f, g P AzI tels que fg P I. Alors les premier minimal contenant I0 contient soit pI0, fq, soit pI0, gq.
On en déduit qu’il y a au moins un parmis pI0, fq et pI0, gq qui est encore dans K. Cela contredit l’hypothèse
que K soit maximal.

Le théorème suivant est une propriété remarquable des modules Noethériens, il donne une critière de
noethérienité en ramenant aux modules "plut petits" :

Théorème 1.7 (Suite exacte courte et Noethérienité). Soit A un anneau et soit une suite exacte courte des
A-modules : 0 Ñ M 1 f

Ñ M
g

Ñ M2 Ñ 0. Alors M est Noethérien si et seulement si M 1 et M2 sont Noethériens.
En particulier, les sous-modules et les quotients d’un module Noethérien est encore Noethérien.

Démonstration. (ñ) : Supposons que M est Noethérien, alors tout sous-module N 1 de M 1 s’identifie à un
sous-module de M , donc est de type fini, donc M 1 est Noethérien.

Montrons que M2 est Noethérien : Soit N2 Ď M2 un sous-module. Notons N “ g´1pN2q son image réciproque
dans M . Puisque M est Noethérien, N est engendré par un nombre fini d’éléments x1, . . . , xn. Alors N2 “ gpNq

est engendré par gpx1q, . . . , gpxnq, donc de type fini.
(ð) : Supposons M 1 et M2 Noethériens. Soit N Ď M un sous-module. Considérons la suite exacte induite :

0 Ñ N X M 1 Ñ N Ñ gpNq Ñ 0,

on a N X M 1 est de type fini car c’est un sous-module de M 1 et M 1 est Noethérien. De même, gpNq Ď M2 est
de type fini car M2 est Noethérien.

Soient ty1, . . . , yku des générateurs de N X M 1 et tz1, . . . , zmu des générateurs de gpNq. Choisissons des
relèvements zj P N avec gpzjq “ zj . Alors N est engendré par ty1, . . . , yk, z1, . . . , zmu, donc de type fini.

Pour des exemples (et contre-exemples) sur la Noethérienité et le théorème 1.7, veuillez consulter annexe A.1.
Avec le théorème 1.7, on obtient le résultat suivant :

Théorème 1.8. Soient A un anneau Noethérien et M un A-module de type fini, alors M est un A-module
Noethérien.
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Démonstration. Montrons d’abord que les modules libres An sont Noethériens par récurrence sur n ě 1 :
Si n “ 1 : A est Noethérien par hypothèse (remarque 1.6).
Supposons que An est Noethérien. Alors la suite exacte 0 Ñ An Ñ An`1 Ñ A Ñ 0 montre que An`1 est

Noethérien d’après théorème 1.7. Donc An est Noethérien pour tout n ě 1.
Supposons maintenant que M est engendré par m1, . . . , mn et considérons le morphisme :

φ : An Ñ M, pa1, . . . , anq ÞÑ

n
ÿ

i“1
aimi,

ce morphisme est surjectif, donc donne une suite exacte 0 Ñ kerpφq Ñ An Ñ M Ñ 0. Par théorème 1.7, puisque
An est Noethérien, M est aussi Noethérien, ce qui termine la démonstration.

On va conclure cette partie avec un résultat célèbre sur la Noethérienité : le théorème de base de Hilbert.

Théorème 1.9 (Théorème de base de Hilbert). Soit A un anneau Noethérien, alors ArXs est un anneau
Noethérien.

Démonstration. Soit I Ď ArXs un idéal. Montrons que I est de type fini. Pour tout n ě 0, on définit l’idéal :

Jn “ ta P A : DP P I, P “ aXn ` (termes de degré ă nqu Y t0u.

On a Jn Ď Jn`1. En effet, si P “ aXn ` (termes de degré ă nq est dans I, alors XP “ aXn`1 `

(termes de degré ă n ` 1q l’est dedans aussi. Et la suite J0 Ď J1 Ď J2 Ď ¨ ¨ ¨ stationne car A est Noethé-
rien. Prenons m P N tel que Jn “ Jm pour tout n ě m.

Pour chaque 0 ď k ď m : Jk est de type fini comme idéal de A car A est Noethérien, notons ak1, . . . , akrk

des générateurs de Jk, et prenons des fki P I de degré k avec coefficient du terme de degré plus haut aki. Notons

F :“ t fki | 0 ď k ď m, 1 ď i ď rk u.

Montrons que F engendre tous les P P I par récurrence sur d “ degpP q pour P P I : C’est trivial pour P “ 0.
Pour d “ 1, si P ” a est dans I, alors a P J1, donc P “ a “

ř

λiadi avec λi P A, donc F engendre P .
Supposons maintenant que F engendre tous les éléments de I de degré plus petit que d, alors :
Si 0 ď d ď m, notons P “ aXd ` ¨ ¨ ¨ avec a P Jd, écrivons donc a “

ř

λiadi avec λi P A. Alors
P ´

ř

λiX
d´degpfdiqfdi est de degré plus petit que d. Et on peut conclure par hypothèse de récurrence.

Si d ą m, pusque Jd “ Jm, on a a “
ř

µiami. Alors P ´
ř

µiX
d´mfmi est de degré plus petit que d, et on

conclut par hypothèse de récurrence.

1.2 Radical d’un idéal

Dans cette partie, nous allons introduire le concept de radical, puis donner une expression en terme d’
idéaux premiers, et enfin discuter d’un résultat de classification des idéaux selon leurs radicaux dans un anneau
Noethérien.

Définition 1.10. Soient A un anneau et I Ă A un idéal, alors
?

I :“ t a P A | DN P Ną0, an P I u

est un idéal de A, appelé le radical de I.

Voici une description du radical par des idéaux premiers qui va nous servir après :

Théorème 1.11. Soient A un anneau et I Ă A un idéal, notons PpIq :“ t p | p Ď A un idéal et I Ď p u l’ensemble
des idéaux premiers contenant I, on a alors ?

I “
č

pPPpIq

p.
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Démonstration. Inclusion Ď : Soit a P
?

I. Il existe n ě 1 tel que an P I. Pour tout idéal premier p P PpIq, on
a I Ď p, donc an P p. Comme p est premier, cela implique que a P p. Ainsi, a appartient à tous les p P PpIq.
Inclusion Ě : Supposons qu’il existe a P

Ş

pPPpIq p avec a R
?

I. Alors an R I pour tout n ě 1.
Considérons la famille d’idéaux F “ t J Ď A | J idéal, I Ď J, @n ě 1, an R J u. Cette famille est non vide car

I P F . Par le lemme de Zorn, F admet un élément maximal q. Montrons maintenant que q est premier. En effet,
supposons x R q et y R q. Alors, q` pxq R F (par maximalité de q), donc il existe nx ě 1 tel que anx P q` pxq. De
même, il existe ny ě 1 tel que any P q`pyq. Notons n “ nx`ny. Alors, an “ anxany P pq`pxqqpq`pyqq Ď q`pxyq.
Si xy P q, on aura an P q, ce qui contredit q P F . Donc xy R q, et q est premier.

Par construction, q P PpIq et a R q, ce qui contredit a P
Ş

pPPpIq p. On conclut que l’hypothèse a R
?

I est
fausse. Donc

Ş

pPPpIq p Ď
?

I.

Voyons un exemple qui illustre la motivation géométrique du concept de radical :
Exemple 1.12. Soit A “ CrX1, X2s, prenons f1 “ pX1 ´ 1qpX2 ´ 3q2 et f2 “ pX1 ´ 1q4pX2 ´ 3q. Notons
f “ pX1 ´ 1qpX2 ´ 3q, on a f4

1 P pf2q Ď pfq et f2
2 P pf1q Ď pfq, donc

a

pf1q “
a

pf2q. En effet, on constate
que pfq “

a

pfiq pour i “ 1, 2. On remarque aussi que le lieu d’annulation de ces trois idéaux coïncident :
V ppf1qq “ V ppf2qq “ V ppfqq “ tpx1, x2q P C2 : x1 “ 1 ou x2 “ 3u.

Cet exemple illustre un phénomème dans la géométrie algébrique, deux idéaux avec le même radical
correspondent au même lieu d’annulation, ce qui motive le résultat suivant :

Théorème 1.13. Soit A un anneau Noethérien, soient I, J deux idéaux de A, alors
?

I “
?

J si et seulement
s’il existe N P Ną0 tel que IN Ă J et JN Ă I.

Pour démontrer ce théorème, on a besoin du lemme suivant :

Lemme 1.14. Soit A un anneau (pas forcément Noethérien), soit I Ă A un idéal tel que
?

I est de type fini,
alors il existe N P Ną0 tel que p

?
IqN Ă I.

Démonstration. Soient a1, ¨ ¨ ¨ , ak des générateurs de
?

I. Par définition du radical, pour chaque ai, il existe
ni P Ną0 tel que ani

i P I. Posons N :“ n1 ` ¨ ¨ ¨ ` nk. Tout élément de p
?

IqN est une combinaison de produits de
N éléments de

?
I. En développant, chaque terme contient au moins un ani

i (par le principe des tiroirs). Comme
ani

i P I, chaque terme appartient à I. Ainsi, p
?

IqN Ă I.

Démonstration du Théorème 1.13. (ñ) : Si
?

I “
?

J . Puisque A est Noethérien,
?

I est de type fini. Par
lemme 1.14, il existe N1 tel que p

?
IqN1 Ă I. De même, il existe N2 tel que p

?
JqN2 Ă J . Puisque

?
I “

?
J , on a

p
?

IqN1 Ă I Ă
?

I et p
?

JqN2 Ă J Ă
?

J . Posons N “ maxpN1, N2q, alors IN Ă p
?

IqN Ă J et JN Ă p
?

JqN Ă I.

(ð) : Si IN Ă J et JN Ă I. On a
?

IN “
?

I, donc on a
?

I “
?

IN Ă
?

J . Par symmétrie
?

I “
?

J .

1.3 Anneaux et Modules Gradués

Dans cette partie, nous aborderons les anneaux et les modules gradués, qui nous seront utiles pour comprendre
le comportement des filtrations, notamment les filtrations à valeurs entières.

Définition 1.15. Soit G un anneau, on dit que G est gradué s’il existe une décomposition en somme directe en
tant qu’un groupe (additive)

G “
à

nPZ
Gn t. q. Gm ¨ Gn Ă Gm`n, @m, n P Z.

Dans ce cas, on note
G` :“

à

ně0
Gn, G´ :“

à

nď0
Gn.

Soient G un anneau gradué et M un G-module, on dit que M est gradué s’il s’écrit comme

M “
à

nPZ
Mn t. q. Gm ¨ Mn Ă Gm`n, @m, n P Z.
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Un élément de Gn ou Mn est dit homogène de degré n.
Soient M un module gradué et N Ă M un sous-module. On dit que N est un sous-module gradué si

N “
à

nPZ
N X Mn.

Un idéal I Ă G est dit gradué s’il est gradué en tant que module.

Voici une critière de noethérienité pour les anneaux gradués :

Théorème 1.16 (Samuel, 1953 [Sam53]). Soit G un anneau gradué, alors les assertions suivantes sont équiva-
lentes :

1. G est Noethérien.
2. Tout idéal gradué de G est de type fini.
3. G0, G`, G´ vérifie la condition précédente, et Gn est un G0-module de type fini pour tout n P Z.
4. G0 est Noethérien et il existe des éléments homogènes x1, ¨ ¨ ¨ , xr de degré ą 0, et y1, ¨ ¨ ¨ , ys de degré ă 0

tels que G` “ G0rx1, ¨ ¨ ¨ , xrs, G´ “ G0ry1, ¨ ¨ ¨ , yss.

Remarque 1.17. Un exemple d’anneau gradué sera l’anneau de polynôme ArXs. Plus généralement, on peut
parler des anneaux H-gradué, où H est un groupe abélien, le cas H “ Zn correspond à l’exemple ArX1, ¨ ¨ ¨ , Xns.
On peut trouver une généralisation du théorème de Samuel ci-dessus dans le cadre des anneaux H-gradués due à
Goto-Yamagishi dans [GY83].

Démonstration. Nous démontrons l’équivalence par les implications cycliques suivantes :

p1q ñ p2q ñ p3q ñ p4q ñ p1q

(1) ñ (2). Si G est noethérien, tout idéal (gradué ou non) est de type fini par définition.
(2) ñ (3). Montrons que G0 est Noethérien : Soit a Ď G0 un idéal. Considérons l’idéal gradué I “ aG. Par

(2), I est de type fini. Les générateurs peuvent être choisis dans dans a, ce qui montre que a est de type fini,
donc G0 est Noethérien.

Montrons maintenant que Gn est un G0-module de type fini : Fixons n P Z. Considérons I “ GnG est de type
fini par (2), les générateurs peuvent être choisis dans Gn et ils engendrent donc Gn. Gn est ainsi un G0-module
de type fini.

Vérifions enfin que G` et G´ vérifient la condition de (2) : Pour tout idéal gradué I` Ď G`, on considère
l’idéal gradué I “ I`G de G, qui est de type fini par (2), supposons qu’il est engendré par a1, a2, ¨ ¨ ¨ , ak. Notons

m :“ max
1ďiďk

degpaiq,

tous les éléments de I de degré au moins m sont donc engendré par a1, a2, ¨ ¨ ¨ , ak. Pour n ă m, I X Gn est un
G0-sous-module de Gn, que l’on a montré Noethérien, on conclut que I X Gn est de type fini et donc I est de
type fini, engendré par a1, a2, ¨ ¨ ¨ , ak et les générateurs de I X Gn, 0 ď n ă m.

Le raisonnement pour G´ est analogue.
(3) ñ (4). Pour G` : considérons g` Ď G` l’idéal engendré par les éléments homogènes de degré strictement

positif. Cet idéal est de type fini par (3), et les générateurs peuvent être choisis homogènes de degré strictement
positif, d’où le résultat. Le raisonnement pour G´ est analogue.

(4) ñ (1). On a d’après (4) que G “ G0rx1, ¨ ¨ ¨ , xr, y1, ¨ ¨ ¨ , yss qui est un quotient d’un anneau de polynôme
sur G0 avec r ` s variables libres. Puisque G0 est Noethérien, G l’est aussi d’après le théorème de base de Hilbert
(théorème 1.9) et lemme A.4.

Terminons cette section avec deux résultats qui vont nous servir après :

Théorème 1.18. Soient G un anneau gradué, M un G-module gradué, et I Ă G un idéal (pas forcément gradué).
Supposons qu’il existe m1 P Mzt0u tel que Im1 “ 0, alors il existe m P Mzt0u homogène tel que Im “ 0. Par
conséquence, notons I 1 l’idéal gradué minimal contenant I, on a alors I 1m “ 0.
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Démonstration. Soit N “ t m P M | I ¨ m “ 0 u. Par hypothèse, N ‰ t0u car m1 P N . Soit

m1 “
ÿ

dPZ
md P N

avec md P Md. Pour tout a P I :
a ¨ m “

ÿ

dPZ
a ¨ md “ 0.

Par graduation de M , prenons a1 le composant homogène de a avec le plus grand degré, alors chaque terme
a1 ¨ md appartient à Mdegpa1q`d. Donc a1 ¨ md “ 0 pour le plus grand d, et ainsi pour tout d par un argument de
récurrence, cela implique md P N . Donc N est gradué, il contient donc un élément homogène non nul m P N XMd

pour certain d.
I 1 est engendré par des composantes homogènes des éléments a P I, donc I 1 ¨ m “ 0.

Théorème 1.19 (Évitement des premiers, version graduée). Soit G un anneau gradué et H un sous-anneau
gradué. Supposons que p1, ¨ ¨ ¨ , pr sont des idéaux premiers tels que pour tout i, il existe xi R H homogène de
degré ą 0. Alors il existe x P H tel que x R pi pour tout i.

Démonstration. Par récurrence sur r, Le cas de base r “ 1 est trivial. Supposons que le résultat est vrai pour
r ´ 1 premiers, considérons le cas de r premiers. Par hypothèse de récurrence, pour tout 1 ď i ď r, il existe
yi P H homogène tel que yi R pj pour j ‰ i. S’il existe un i tel que yi P pi, alors prenons x “ yi ; si pour tout i,
on a yi P pi, supposons sans perte de généralité que degpxiq “ degpyiq (sinon on remplace avec leurs certaines
puissances) et prenons

x :“
r
ÿ

i“1
xi

ź

j‰i

yj .

En considérant l’anneau A comme un anneau gradué concentré en degré 0, on obtient

Théorème 1.20 (Évitement des premiers, version non-graduée). Soit p1, . . . , pn P Spec A, et J un sous-anneau
de A (non nécessairement unitaire). Si J Ă

Ť

j pj, alors il existe j tel que J Ă pj.

Corollaire 1.21. Soit A un anneau commutatif et I un idéal de A ; soit p1, . . . , pn P Spec A et a P A.
Si aA ` I Ć pi pour tout i, alors il existe x P I tel que a ` x R

Ť

i pi.
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2
LOCALISATION, PREMIER ASSOCÉ ET CLÔTURE

INTÉGRALE

2.1 Localisations

Dans le cadre du théorème de Rees, il est nécessaire de définir et de donner quelques propriétés sur les
localisation, chose à laquelle nous nous attellerons dans cette partie.

Définition 2.1 (Localisation). Soit un anneau A, un A-module M , et un sous-ensemble U Ď A fermé
multiplicativement. Nous définissons la localisation de M à U , notée M rU´1s ou U´1M , comme l’ensemble
des classes d’équivalence de paires pm, uq avec m P M et u P U , où la relation d’équivalence est définie par
pm, uq „ pm1, u1q si et seulement s’il existe un élément v P U tel que vpu1m ´ um1q “ 0 dans M . La classe
d’équivalence de pm, uq est notée m

u . Nous équipons M rU´1s de la structure d’un A-module en définissant les
opérations suivantes :

m

u
`

m1

u1
“

u1m ` um1

uu1
, r

´m

u

¯

“
rm

u

pour m, m1 P M , u, u1 P U et r P A. Il est à noter que u1m
u1u “ m

u , et l’inverse additif de m
u est ´m

u , comme on
pourrait s’y attendre. La localisation est équipée d’un morphisme naturel de A-modules M Ñ M rU´1s qui
envoie m vers m

1 .

Exemple 2.2. — Soit u P Azt0u, alors Upuq :“ tun : n P Nu est un ensemble fermé multiplicativement, on
écrit Apuq pour la localisation ArUpuq´1s.

— Prenons un idéal premier p, l’ensemble Up :“ Azp est fermé multiplicativement, et on peut donc prendre la
localisation MUp

d’un A-module A à Up, on le notera Mp pour simplicité.
Remarque 2.3. Nous pouvons écrire

Ap :“
!a

s

ˇ

ˇ

ˇ
a P A, s P Azp

)

On va expliquer la raison du terme "localisation" :

Définition 2.4. Un anneau A est dit local s’il admet un seul idéal maximal, ou de manière équivalente, si ses
éléments non inversible forment un idéal.

Proposition 2.5. Soient A un anneau et p un idéal premier de A. Alors Ap est local avec pAp son idéal
maximal.

Démonstration. Si x P ApzpAp, alors x s’écrit a{s avec a, s R p donc comme a R p, x est inversible dans Ap.

Le but de ce chapitre sera notamment de démontrer la propositon suivante, importante puisque nous
travaillons dans le cadre des anneaux noethériens :

Proposition 2.6. Une localisation d’un anneau noethérien est noethérienne.
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Pour cela, montrons au préalable quelques résultats intermédiaires.
Remarque 2.7. Il est pratique d’étendre un peu la notation : si U Ď A est un ensemble arbitraire, et U˚ Ď A est
l’ensemble fermé multiplicativement de tous les produits d’éléments de U , alors nous posons M rU´1s :“ M rU´1s.

Si nous appliquons la définition dans le cas où M “ A, la localisation résultante est un anneau, avec la
multiplication définie par

ˆ

r

u

˙ˆ

r1

u1

˙

“
rr1

uu1
,

et en fait M rU´1s est un ArU´1s-module avec l’action définie par
ˆ

r

u

˙ˆ

m

u1

˙

“
rm

uu1

pour r P A, m P M et u, u1 P U .

Proposition 2.8. Soit U un ensemble fermé multiplicativement de A, et soit M un A-module. Un élément
m P M va à 0 dans M rU´1s (c’est-à-dire m{1 “ 0) si et seulement si m est annulé par un élément u P U . En
particulier, si M est de type fini, alors M rU´1s “ 0 si et seulement si M est annulé par un élément de U .

Démonstration. La première affirmation est immédiate à partir de la définition. Pour la deuxième, notons que si
les générateurs mi P M sont annulés par des éléments ui P U , alors M est annulé par le produit des ui.

Pour le reste de cette section, A sera un anneau, U un sous-ensemble fermé multiplicativement, et M un
A-module.

Proposition 2.9. Soit φ : A Ñ ArU´1s le morphisme naturel r ÞÑ r
1 . Pour tout idéal I Ď ArU´1s, nous avons

I “ φ´1pIqArU´1s.

Démonstration. L’inclusion I Ď φ´1pIqArU´1s est évidente et l’inclusion réciproque suit parce que pour tout
élément r

u P I, avec r P A et u P U , l’élément r est dans φ´1pIq.

Nous pouvons alors démontrer le résultat voulu au début de la section :

Démonstration de proposition 2.6. Si I Ď ArU´1s est un idéal, alors, d’après la proposition proposition 2.9,
I “ φ´1p1qArU´1s, ainsi I est engendré par les images dans ArU´1s d’un ensemble de générateurs de φ´1p1q. Si
A est Noetherien, alors φ´1p1q est de type fini, donc I l’est aussi.

On conclut cette partie par un résultat très classique dont on aura besoin :

Théorème 2.10. Les deux applications envoient, respectivement, un idéal I de A disjoint de U à l’idéal IArU´1s

de ArU´1s, et un idéal J de ArU´1s à φ´1pJq sont inverse l’une de l’autre, et donnent une correspondance
bijective entre l’ensemble des idéaux de ArU´1s et l’ensemble des idéaux de A disjoints de U . Elles envoient les
idéaux premiers aux idéaux premiers.

Démonstration. Par dénition, on peut vérifier sans peine que, soit I Ď A un idéal disjoint de U , alors IArU´1s

est un idéal de ArU´1s ; et inversement, pour tout idéal J Ď ArU´1s, φ´1pJq est un idéal de A disjoint de U .
D’après proposition 2.9, il reste à montrer que φ´1pIArU´1sq “ I. En effet, si a P φ´1pIArU´1sq, alors

a
1 P IArU´1s, donc a P I car I est disjoint de U .

Soit maintenant p Ď A un idéal premier disjoint de U . Alors pArU´1s est premier dans ArU´1s. En effet, si
a
u ¨ b

v P pArU´1s, alors ab P p, donc a P p ou b P p.
Réciproquement, si q Ď ArU´1s est premier, alors φ´1pqq est premier dans A. Si ab P φ´1pqq, alors ab

1 P q,
donc a

1 P q ou b
1 P q, i.e. a P φ´1pqq ou b P φ´1pqq. Donc les applications I ÞÑ IArU´1s et J ÞÑ φ´1pJq sont des

bijections inverses préservant les idéaux premiers.
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2.2 Premier associé

Dans cette section, A sera un anneau commutatif quelconque, et M sera un A-module quelconque. Notons
Spec A l’ensemble des idéaux premiers de A, i.e.,

Spec A – t p | p est un idéal premier de A u

on l’appele le spectre de A. Soit I un idéal de A, et on écrit π : A Ñ A{I la projection canonique. On sait que
π´1 est une bijection entre les idéaux de A{I et les idéaux de A qui contiennent I, ainsi qu’une bijection entre
les idéaux premiers de A{I et ceux de A qui contiennent I, donc on considère SpecpA{Iq comme un sous-espace
(ou un sous-ensemble) de Spec A.

Soit A0 un sous-anneau de A.

Définition 2.11. Soit I un idéal de A0 et S un sous-ensemble de A. On définit le quotient d’idéal de I par S
dans A comme

pI :AA0
Sq :“ t x P A | xS Ă I u.

Cela est manifestement un A0-module. En particulier, si A0 “ A, alors, dans le cas où cela ne prête pas à
confusion, on note pI : Sq “ pI :AA Sq.

Quand S “ tau est un ensemble singleton, nous notons pI : aq “ pI : Sq.

Définition 2.12. Pour un idéal I de A0, on écrit

Ipnq “

$

’

&

’

%

In, si n ą 0,

A0, si n “ 0,

pA0 :AA0
I´nq, si n ă 0,

et Ip´8q “ YZIpnq.

On a évidemment IpmqIpnq Ă Ipm`nq pour m, n P Z. Mais il faut faire attention que généralement Ip´nq ‰ pIp´1qqn

pour n ą 0.

Définition 2.13. Pour tout m P M , on définit l’annulateur de m par AnnA m – t a P A | am “ 0 u. Pour tout
sous-ensemble S Ď M , on définit annA S – t AnnA m | m P Szt0u u et on définit l’annulateur de S par

AnnA S –
č

IPannA S

I “ t a P A | am “ 0 pour tout m P S u.

Nous énumérons les propriétés fondamentales suivantes :

Proposition 2.14. Soit I, J, K des idéaux de A, alors

(1) KJ Ă I s.s.i. K Ă pI : Jq.
(2) pI : Jq “ AnnAppI ` Jq{Iq.
(3) J Ă I s.s.i. pI : Jq “ A.
(4) pI : Aq “ I.
(5) pI : JKq “ ppI : Jq : Kq.

(6) pI : pJ ` Kqq “ pI : Jq X pI : Kq.

(7) pI X J : Kq “ pI : Kq X pJ : Kq

(8) Si A est intègre, alors pI : paqq “ 1
a pI X paqq (dans

Frac A) pour tout a P A.

Démonstration. (1) Si KJ Ă I, alors pour tout k P K et j P J , kj P I. Ainsi, kJ Ă I, donc k P pI : Jq.
Réciproquement, si K Ă pI : Jq, alors KJ “ pkj : k P K, j P Jq Ă I.

(2) Notons M “ pI ` Jq{I – J{pI X Jq. Un élément x P A annihile M s.s.i. xJ Ă I, ce qui correspond
exactement à la définition de pI : Jq.

(3) Si J Ă I, alors 1 ¨ J “ J Ă I, donc 1 P pI : Jq, ceci implique A “ pI : Jq. Réciproquement, si pI : Jq “ A,
alors 1 P pI : Jq, donc J “ 1 ¨ J Ă I.

(4) Par définition, x P pI : Aq ðñ xA Ă I. Comme I est un idéal, x P I ðñ xA Ă I.
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(5) Soit x P pI : JKq. Alors xJK Ă I, donc xK Ă pI : Jq, d’où x P ppI : Jq : Kq, donc pI : JKq Ď ppI : Jq : Kq.
Inversement, si x P ppI : Jq : Kq, alors xK Ă pI : Jq, donc xKJ Ă I, soit x P pI : JKq, donc
pI : JKq Ě ppI : Jq : Kq.

(6) x P pI : pJ ` Kqq ðñ xpJ ` Kq Ă I ðñ xJ Ă I et xK Ă I ðñ x P pI : Jq X pI : Kq.
(7) x P pI X J : Kq ðñ xK Ă I X J ðñ xK Ă I et xK Ă J ðñ x P pI : Kq X pJ : Kq.
(8) Soit x P pI : paqq. Alors xa P I X paq, donc x “ xa

a P 1
a pI X paqq. Réciproquement, si x “

y
a avec y P I X paq,

alors xa “ y P I, donc x P pI : paqq.

Proposition 2.15. Soit p P Spec A et S Ă A tel que Szp ‰ H, alors pp : Sq “ p.

Démonstration. C’est évident que p Ă pp : Sq. Pour l’autre sens, on prend s P Szp, alors pp : Sqs Ă p, mais p est
premier, donc pp : Sq Ă p.

Proposition 2.16. Soit I un idéal de A et S un sous-ensemble de A. On écrit π : A Ñ A{I la projection
canonique, alors Ann πpSq “ pI : Sq.

Démonstration. On remarque que aπpSq “ 0 ssi aS Ă I pour tout a.

Définition 2.17. Un module M est dit fidèle si Ann M “ 0.

Définition 2.18. On définit AssA M – annA M X Spec A, ses éléments sont appelés les idéaux premiers
associés à M . S’il n’y a pas de risque de confusion, on abrégera AssA M en Ass M .

Exemple 2.19. Si A est intg̀re, et I ‰ 0 est un idéal de A, alors AssA I “ t0u.

Proposition 2.20. Soit p P Spec A, alors p P Ass M ssi A{p est un sous-module de M .

Démonstration. Si p “ Ann m P Ass M , on définit

ϕ : A Ñ M,

a ÞÑ am,

alors p “ ker ϕ, donc A{p est un sous-module de M .
Réciproquement, si A{p est un sous-module de M , alors 1 ` p P A{p Ă M , et alors

p “ Annp1 ` pq P Ass M.

Le but de cette section est de prouver le théorème suivant :

Théorème 2.21. Soit A un anneau noethérien, et M un A-module de type fini, alors
(a) 0 ă |Ass M | ă 8.
(b) On a évidemment Ann M Ď p pour tout p P Ass M . Réciproquement, si p P SpecpA{Ann Mq Ă Spec A est

minimal dans SpecpA{Ann Mq, alors p P Ass M .
(c) On a

ď

pPAss M

p “
ď

IPann M

I “ t0u Y tdiviseurs-de-zéro de Mu.

(d) Ass commute avec localisation, c’est-à-dire que pour tout ensemble multiplicatif S de A, on a

AssS´1A S´1M “
␣

S´1p
ˇ

ˇ p P AssA M tel que p X S “ H
(

.

Nous allons d’abord démontrer (d) :
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Démonstration de théorème 2.21 (d). Soit p P AssA M tel que S X p “ H, alors A{p est un sous-module de M ,
et donc S´1A{S´1p est un sous-module de S´1M . Puisque S´1p P Spec S´1A, en utilisant proposition 2.20, on
sait que S´1p P AssS´1A S´1M .

Soit q P AssS´1A S´1M , alors il existe un unique p P Spec A tel que S X p “ H et S´1p “ q. Puisque les
éléments de S sont inversibles dans S´1A, alors il existe m P M tel que q “ AnnS´1A m. Étant donné que A est
noethérien, on peut supposer que p “ pa1, . . . , anq. Comme ai

1 P q “ AnnS´1A m, il existe s1, . . . , sn P S tels que
siaim “ 0. On prend s “

ś

si. D’une part, c’est évident que p Ă AnnApsmq ; d’autre part, si a P AnnApsmq,
alors as P q “ S´1p, donc a P p, donc on a p “ AnnApsmq P AssA M .

Proposition 2.22. Si I est un maximal de ann M , alors I P Ass M .

Démonstration. Soit I “ AnnA m maximal dans ann M . Supposons ab P I avec a, b R I. Alors abm “ 0 mais
am ‰ 0. L’annulateur J “ AnnApbmq contient I et a, ce qui contredit la maximalité de I. Donc I est premier,
i.e. I P Ass M .

Corollaire 2.23. Si A est noethérien, alors Ass M ‰ H.

Démonstration. Comme A est noethérien, l’ensemble ann M admet un élément maximal, qui est dans Ass M
par la proposition 2.22. Donc Ass M ‰ H.

Cet corollaire nous permet de prouver théorème 2.21 (b) et (c) :

Démonstration du théorème 2.21 (b) et (c). (b) D’après théorème 2.21 (d), en localisant A en p, on peut
supposer sans perte de généralité que A est local avec l’idéal maximal p. Par corollaire 2.23, on sait que
Ass M ‰ H, mais p est l’unique idéal premier contenant Ann M car p est minimal et maximal, donc
p P Ass M .

(c) Soit a P p P Ass M , alors il existe m P M tel que p “ Ann m, donc am “ 0, i.e. a P
Ť

ann M .
Soit a P

Ť

ann M , alors il existe m P M tel que a P Ann m. Puisque A est noethérian, il existe un maximal
p de ann M qui contient Ann m, donc a P p Ă Ass M par proposition 2.22.

Corollaire 2.24. Si A est noethérian, alors pour tout idéal I de A, on a
ď

pPAsspA{Iq

“
ď

yPA

pI : yq.

Démonstration. Prenons M “ A{I et appliquons théorème 2.21(c), on a
ď

pPAsspA{Iq

p “
ď

JPannpA{Iq

J “
ď

ȳPA{I

AnnA ȳ “
ď

ȳPA{I

pI : yq “
ď

yPA

pI : yq.

Corollaire 2.25. Soit A un anneau noethérien. En prenant M “ A, d’après théorème 2.21, on a
(a) A n’a qu’un nombre fini d’idéaux premiers minimaux ;
(b) On a d’après théorème 2.21(c)

ď

pPAss A

p “ t0u Y tdiviseurs-de-zéro de Au;

(c) si un idéal I de A est constitué uniquement de 0 et de diviseurs de zéro, alors il existe a P A non nul tel
que I Ă Ann a.

Démonstration. (a) et (b) sont directes d’après théorème 2.21(a) et (c) respectivement.
Pour montrer (c), appliquons d’abord théorème 2.21(c), on obtient que I est couvert par un nombre fini

d’idéaux premiers :
I Ď

ď

pPAss A

p

et le résultat s’en suit par l’évitement des idéaux premiers (théorème 1.20).
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Proposition 2.26. Soit A est noethérian et I un idéal de A. Si Iz ann A ‰ H, alors, pour tout p P AsspA{Iq, il
existe a P Az ann A tel que p “ pI : aq.

Démonstration. On écrit Ass A “ t q1, . . . , qn u et on prend a0 P A tel que

p “ Annpa0 ` Iq “ pI : a0q.

Puisque Iz ann A ‰ H, on a I Ć qi pour tout i, alors, d’aprês corollaire 1.21, il existe x P I tel que

a0 ` x R
ď

i

qi “ ann A.

On prend a “ a0 ` x et on a évidemment p “ pI : a0q “ pI : aq.

Lemme 2.27. (i) Si M “ M 1 ‘ M2 alors Ass M “ Ass M 1 Y Ass M2.
(ii) Si 0 Ñ M 1 Ñ M Ñ M2 Ñ 0 est exact, alors Ass M 1 Ă Ass M Ă Ass M 1 Y Ass M2.

Démonstration. (i) On utilise (ii) deux fois, sur :

0 Ñ M 1 Ñ M Ñ M2 Ñ 0,

0 Ñ M2 Ñ M Ñ M 1 Ñ 0.

(ii) Par définition, Ass M 1 Ă Ass M . Pour montrer l’autre inclusion, prenons p “ Ann m P Ass Mz Ass M 1. On
écrit π2 : M Ñ M2 la projection canonique, alors p Ă Ann π2pmq. Si m1 “ am P Am X M 1, alors il existe
a1 R p tel que 0 “ a1m1 “ a1am, donc a P p, i.e. m1 “ am “ 0, donc Am X M 1 “ 0. Du coup, on a

A{p – Am – π2pAmq – Aπ2pmq,

et alors p “ Ann π2pmq P Ass M2.

Proposition 2.28. Soit A est noethérien. Si M est de type fini, alors il existe une filtration de module

0 “ M0 Ă M1 Ă ¨ ¨ ¨ Ă Mn “ M

telle que pour tout i, il existe pi P Spec A tel que Mi`1{Mi – R{pi.

Démonstration. On raisonne par itération : Si M ‰ 0, alors il existe p1 P Ass M d’après corollaire 2.23, et alors,
par proposition 2.20, on peut prendre M1 “ A{p1. Si M{M1 ‰ 0, on applique encore le même argument. Puisque
M est de type fini, ce processus se termine.

En utilisant cette proposition, on peut démontrer théorème 2.21 (a) :

Démonstration de théorème 2.21 (a). On raison par itération : on a

0 Ñ Mn´1 Ñ Mn Ñ Mn{Mn´1 – A{pn´1 Ñ 0,

donc, d’aprês lemme 2.27, on a Ass Mn Ă Ass Mn´1 Y AsspA{pn´1q.
On répete ce processus pour Mn´1, Mn´2, . . . , et on obtient Ass Mn Ă

Ť

i Ass A{pi, mais AsspA{piq “ tpiu,
donc on a Ass Mn Ă t pi | i “ 1, . . . , n ´ 1 u. En particulier, on a |Ass M | ă 8.

D’après corollaire 2.23, on a |Ass M | ą 0.
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2.3 Clôture intégrale

Dans cette section, A sera un anneau commutatif quelconque, et R sera un A-algèbre commutative quelconque.

Définition 2.29. Soit x P R. Si Arxs est un A-module de type fini, alors x est dit intègre sur A. Si tous les
éléments de R sont intègre sur A, alors R est dit intègre sur A.

Proposition 2.30. Soit x P R. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) Arxs est un A-module de type fini, i.e. x est intégral sur A ;

(ii) Arxs est contenu dans un sous-A-algèbre de R de type fini ;
(iii) il existe un Arxs-module fidèle (définition 2.17) qui est de type fini comme un A-module ;
(iv) il existe un polynôme unitaire P P ArXs tel que P pxq “ 0. On rappelle ici qu’un polynôme est dit unitaire

si son coefficient du terme de degré maximal vaut 1.

Démonstration. (iv) ùñ (i) ùñ (ii) ùñ (iii) : trivial.
(iii) ùñ (iv) : Soit M un Arxs-module fidèle de type fini sur A. On suppose que

M “
ÿ

1ďiďn

Ami, mi P M.

alors il existe une matrice C “ pcijq P MatnˆnpAq telle que xmi “
ř

cijmj pour tout i. On prend

P “ detpXI ´ Cq P ArXs,

alors P pxqpm1, . . . , mnqT I “ adjpxI ´ Cq ¨ pxI ´ Cqpm1, . . . , mnqT “ 0, donc P pxq P Ann M “ 0.

En utilisant le fait que sous-modules d’un module de type fini sur un anneau Noethérien sont également de
type fini (théorème 1.8 et définition 1.2), on obtient le corollaire suivant :

Corollaire 2.31. Soit A est Noethérien, alors x P R est intégral sur A s.s.i. Arxs est contenu dans un A-module
de type fini.

Définition 2.32. On définit la clôture intégrale de A dans R comme

ciR A – t x P R | x est intègre sur A u.

Si A “ ciR A, on dit que A est intégralement clos dans R.

Définition 2.33. Soit A un domaine intégre. On écrit ci A “ ciFrac A A, appelé la clôture intégrale de A. Si
A “ ci A, on dit que A est intégralement clos.

Proposition 2.34. Si A est noethérian et intégralement clos, et a P A un non-diviseur-de-zéro, alors

AsspA{aAq “ t p P SpecpA{aAq Ă Spec A | p est minimal dans SpecpA{aAq u.

De plus, pour tout p P AsspA{aAq, l’unique idéal maximal pAp de Ap est principal.

Démonstration. Montrons l’inclusion (Ě) : On écrit M “ A{aA, alors évidemment Ann M “ aA, donc tous les
minimals dans SpecpA{aAq sont associés à M par théorème 2.21(b).

Montrons maintenant l’inclusion inverse : Soit p P Ass M , alors il existe x P Az ann A tel que p “ paA : xq

par proposition 2.26. D’après théorème 2.21 (d), en localisant A en p, on peut supposer sans perte de généralité
que A est local avec l’idéal maximal p.

On remarque que x
ap Ď A est un idéal (où x

a P Frac A car a est un non-diviseur de 0).
Si x

ap Ě p, alors p est un Ar x
a s-module, et alors x

a P ci A “ A par proposition 2.30 (iii), donc x P aA, et
p “ paA : xq “ A, une contradiction.
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Donc on a x
ap “ A parce que p est maximal, alors il existe a1 P p tel que x

a a1 “ 1, et alors p “ paA : xq “

pxa1A : xq “ a1A. Ce qui implique la dernière assertion de l’énoncé.
Montrons maintenant que p est minimal. Soient I un premier minimal sur a contenu dans p. Si a1 P I, alors

I “ a1A “ p. Si a1 R I, alors pour tout y P I non nul, y P p implique qu’il existe un y1 P A tel que a1y1 “ y. On a
alors y1 P I car I est premiers, donc I “ a1I. Par réccuence, on peut montrer que I “ pa1qnI Ď pn pour tout
n ě 1. On a alors I “ 0 par le théorème d’intersection de Krull (théorème A.11), d’où une contradiction.

Proposition 2.35. Soit S une R-algèbre intègre sur R. Si R est intégral sur A, alors S est intégral sur A.

Démonstration. Il suffit de montrer que x P S est intégral sur A pour tout x. Car S est intégral sur R, il existe un
polynôme P “ Xn ` rn´1Xn´1 ` ¨ ¨ ¨ ` r0 P RrXs tel que P pxq “ 0, donc x est intégral sur R1 “ Arr0, . . . , rn´1s,
alors R1rxs est un R1-module de type fini. Puisque R1 est un A-module de type fini, on en déduit que R1rxs est
un A-module de type fini. On alors obtient le résultat en utilisant proposition 2.30.

Corollaire 2.36. ciRpciR Aq “ ciR A, donc ciR A est intégralement clos dans R.

Définition 2.37. On définit la clôture intégrale complète de A dans R comme

citR A – t x P R | Arxs est contenu dans un sous-A-module de R de type fini u.

Si A “ citR A, on dit que A est complètement intégralement clos dans R.

Définition 2.38. Soit A un domaine intégre. On écrit A˚ “ ciFrac A A, appelé la clôture intégrale complète
de A. Si A “ A˚, on dit que A est complètement intégralement clos.

D’après corollaire 2.31, on a un corollaire immédiat :

Corollaire 2.39. Si A est un anneau intègre Noethérien, alors A˚ “ cit A.

On peut donc affirmer que ciRpAq est un anneau :

Proposition 2.40. Soit A un anneau intègre Noethérien, alors ciRpAq est un anneau.

Démonstration. Il suffit de montrer que citRpAq est un anneau. Soit x, y P citRpAq, supposons que Arxs Ď

Ara1, ¨ ¨ ¨ , ars et Arys Ď Arb1, ¨ ¨ ¨ , bss. Alors on a

Arx ´ ys Y Arxys Ď Arx, ys Ď Ara1, ¨ ¨ ¨ , ar, b1, ¨ ¨ ¨ , bss,

donc x ´ y P citRpAq et xy P citRpAq.
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3
FILTRATION ET FILTRATIONS NOETHERIENNES

Dans toute la suite de cette section, A sera un anneau commutatif quelconque.
Après s’être penché sur la notion de noethériennité, il est maintenant temps de s’attarder sur les filtrations.

La suite de cette section est basée sur le livre [Ree88] de D. Rees.

3.1 Généralité sur les filtrations

Définition 3.1. (filtration) Soit A un anneau. Une filtration sur A est une application f : A Ñ R Y t`8u,
satisfaisant les propriétés suivantes :

(1) fp0q “ `8 ;
(2) fpx ´ yq ě minpfpxq, fpyqq pour tous x, y P A ;
(3) fpxyq ě fpxq ` fpyq pour tous x, y P A.

Soit S un sous-ensemble de R. On note FilS A pour l’ensemble des filtrations à valeurs dans S Y t`8u sur A.
En particulier, on écrit Fil A – FilR A et Fil` A – FilRě0 A.

Remarque 3.2. Fil A est stable par addition et par prendre le minimum de deux éléments.
Remarque 3.3. La propriété (3) nous donne fp1q ě fp1q ` fp1q. On a alors deux choix :

— fp1q “ 8 : Dans ce cas, par l’équation 3 de nouveau on trouve fpxq ě fpxq`fp1q et donc @x P A, fpxq “ 8.
— Sinon, fp1q ď 0, et donc la propriété (1) nous donne fp1q “ 0. Le second cas dégénéré est alors fp0q “ 8,

et @x P A, x ­“ 0, fpxq “ 0
De plus, bien que les filtrations soient à valeurs dans R, on se réduira autant que possible au cas des filtrations

dans N. En effet, sans perte de généralité on pourrait définir la diltration tf upxq “ tfpxqu, qui est équivalente à
f dans le sens où :

Définition 3.4. Deux filtrations f, g P Fil A sont dites équivalentes s’il existe une constante C telle que

|fpxq ´ gpxq| ď C, @x P A,

noté par f „ g.

Définition 3.5 (Filtration homgène et valuation). Une filtration h P Fil A est dite homogène si

hpxnq “ nhpxq, @x P A, @n P N

Une filtration v P Fil A est appelée valuation si :

vpxyq “ vpxq ` vpyq, @x, y P A.

On écrit Val A pour l’ensemble des valuations sur A.
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Proposition 3.6. Soit pviqiPI une famille de valuation, alors hpxq “ infiPI vipxq est une filtration homogène.

Démonstration. Montrons d’abord que h est une filtration. Pour tout i P I, on a vipx ` yq ě minpvipxq, vipyqq.
En prenant l’infimum, on obtient :

hpx ` yq “ inf
iPI

vipx ` yq ě inf
iPI

minpvipxq, vipyqq ě min
ˆ

inf
iPI

vipxq, inf
iPI

vipyq

˙

“ minphpxq, hpyqq.

et, pour tout i P I, on a vipxyq ě vipxq ` vipyq. Donc :

hpxyq “ inf
iPI

vipxyq ě inf
iPI

pvipxq ` vipyqq ě inf
iPI

vipxq ` inf
iPI

vipyq “ hpxq ` hpyq.

L’application hpxq :“ infiPI vipxq est donc bien une filtration sur A. Montrons qu’elle est homogène. En effet,
on a pour tout x P A et tout n P N,

hpxnq “ min
iPI

vpxnq “ min
iPI

nvpxq “ n min
iPI

vpxq “ hpxq,

ce qui permet de conclure.

Le lemme suivant assure qu’à partir une filtration, on peut produire une valuation homogène, dont on étudiera
ses propriétés dans la suite.

Lemme 3.7. Si f P Fil A, alors lim
xÑ`8

fp xn

n q converge dans R Y t`8u pour tout x dans A.
De plus, si on note fhompxq cette limite, alors fhom est une filtration homogène, et, si h est une filtration
homogène satisfaisant h ě f , on a alors aussi h ě fhom. On appelle fhom la fonction de Samuel de f .

Démonstration. Si fpxmq “ 8 pour un certain entier positif m, alors fpxq “ 8 pour tout n ą m. Ainsi, dans ce
cas, la limite est égale à 8. Supposons maintenant que fpxq ă 8 pour tout n, par la propriété 3 de définition 3.1.
Notons apnq “

fpxn
q

n . Alors, pm ` nqapm ` nq “ fpxm`nq ě fpxmq ` fpxq “ mapmq ` napnq, d’après le lemme
additif de Fekete suivant (lemme 3.8), apnq admet une limite a lorsque n tend vers l’infini.

Lemme 3.8 (Lemme sous-additif de Fekete). Soit panqně1 une suite réelle tel que am`n ě am ` an pour tout
m, n ě 1, alors la suite

`

an

n

˘

admet une limite dans R Y t`8u.

Remarque 3.9. On peut trouver aisément les démonstrations de ce lemme sur l’internet (Fekete lui-même a
démontré une version multiplicative dans §2.II de [Fek23]).

Ensuite, définissons apnq “
fpxn

q

n , bpnq “
fpyn

q

n , et cpnq “
fppx´yq

n
q

n . Alors,

fhompx ´ yq ě cpnq ě min
0ďiďn

ˆ

fpxiq ` fpyn´iq

n

˙

“
sapsq ` pn ´ sqbpn ´ sq

n

pour un certain s entre 0 et n.
Posons maintenant a “ minpfhompxq, fhompyqq et soit b ă a. Il existe un entier m tel que, pour n ą m, on

ait apnq, bpnq ą b. Soit q un entier tel que q ą 1 et posons n “ qm.

cpqmq ě
sapsq ` pqm ´ sqbpqm ´ sq

qm

pour un certain s ă qm.
Si à la fois s et pqm ´ sq sont ě 2m, cela implique que cpmqq ą b. Sinon, on a cpmqq ą

pq´1qb
q . Ainsi,

fhompx ´ yq ą
pq ´ 1qb

q
, @q,

ce qui implique que fhompx ´ yq ě b, et donc fhompx ´ yq ě minpfhompxq, fhompyqq.
Ensuite, la relation fpxnynq ě fpxnq ` fpynq implique que fhompxyq ě fhompxq ` fhompyq. La véracité de la

condition (1) dans définition 3.1 pour fhom est immédiate. Ainsi, fhom P Fil A.
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Le fait que cette filtration soit homogène découle du fait que, si y “ xm, et si apnq, bpnq sont définis comme
ci-dessus, alors bpnq “ mapnmq, et en faisant tendre n vers l’infini, on obtient fhompxmq “ mfhompxq.

Enfin, si hpxq est une filtration homogène telle que hpxq ě fpxq pour tout x, alors

hpxq

n
ě

fpxq

n
.

En faisant tendre n vers l’infini, nous obtenons le résultat attendu : hpxq ě fhompxq.

On a immédiatement deux corollaires suivant :

Corollaire 3.10. fhom ě f .

Corollaire 3.11. Si f „ g, alors fhom “ ghom. En particulier, fhom “ tf uhom.

Le lemme suivant est essentiel pour l’unicité dans le théorème de Rees (notre but !) :

Lemme 3.12. Si hpxq “ minpv1pxq, ¨ ¨ ¨ , vspxqq, où v1pxq, ¨ ¨ ¨ , vspxq sont des valuations sur A.
De plus, on suppose que cette représentation n’est pas redondante (i.e. @i, j P rr1; sss, Dx P A tel que vipxq ­“ vjpxq).
Alors v1, ¨ ¨ ¨ , vs sont entièrement est uniquement déterminés par h.

Démonstration. Pour démontrer ce lemme, nous diviserons A en sous-ensemble h-compatible (que l’on définit
comme un ensemble fermé multiplicativement S tel que hpxyq “ hpxq ` hpyq pour tout x, y P S), et cette division,
découlant de h, définira des ensembles Si qui permettront de définir de manière unique chacun des vi.

Supposons que F soit le sous-ensemble de A constitué de tous les éléments x tels que hpxq ă 8. Alors,
vipxq “ 8 pour tout i et pour tout x n’appartenant pas à F .

Supposons maintenant que vpxq soit une valuation sur A telle que vpxq ě hpxq pour tout x P A. Soit
Spvq le sous-ensemble de F constitué de tous les éléments x tels que vpxq “ hpxq. Alors, si x1, . . . , xr P Spvq,
nous avons vpx1x2 . . . xpq “ vpxqq ` ¨ ¨ ¨ ` vpxpq “ hpxqq ` ¨ ¨ ¨ ` hpxpq ď hpx1x2 . . . xpq, d’où il s’ensuit que
hpx1 . . . xpq “ hpx1q`¨ ¨ ¨`hpxpq. Ainsi, Spvq est h-compatible pour toute valuation v sur A telle que vpxq ě hpxq

pour tout x P A.
Nous observons maintenant que, comme h est homogène, tout sous-ensemble de F contenant un seul élément

est h-compatible. Ainsi, des sous-ensembles h-compatibles existent, et de plus, nous pouvons appliquer le lemme
de Zorn pour voir que F est l’union de ses sous-ensembles maximaux h-compatibles. Nous allons maintenant
montrer que ces sous-ensembles maximaux h-compatibles de F sont les ensembles Si; “ Spviq pour vi.

Supposons que S soit un sous-ensemble h-compatible de F qui n’est contenu dans aucun des sous-ensembles
S1, . . . , Ss. Alors, pour chaque i, il existe un élément xi de S qui n’est pas dans Si, c’est-à-dire vipxiq ą hpxiq.
Ainsi, pour chaque i, nous avons hpx1q ` ¨ ¨ ¨ ` hpxpq ă vipx1q ` ¨ ¨ ¨ ` vipxpq “ vipx1 . . . xpq et donc

hpx1q ` ¨ ¨ ¨ ` hpxgq ă minpv1px1 . . . xgq, . . . , vspx1 . . . xgqq “ hpx1 . . . xgq,

ce qui contredit le fait que S soit h-compatible. Ainsi, S1, . . . , Ss sont des sous-ensembles h-compatibles de F et
un sous-ensemble h-compatible maximal est nécessairement l’un des ensembles Si.

Ensuite, S1, . . . , Ss sont distincts : en effet, la condition d’irréductibilité stipule que pour chaque i, il existe
un élément xi P A tel que hpxiq “ vipxiq et hpxiq ă vjpxiq pour tout j ‰ i. Cela implique que hpxiq ă 8, et
donc que xi est contenu dans F . De plus, Si n’est pas contenu dans l’union des ensembles Sj pour j ‰ i. Par
conséquent, les ensembles Si sont les sous-ensembles h-compatibles maximaux de F .

Définissons maintenant Σi comme l’ensemble des éléments a P F tels que aSi XSi ‰ ∅. Alors, Σi est constitué
de tous les a tels que vipaq ă 8. Supposons en effet que a soit un tel élément. Alors, si xi est comme ci-dessus et
si i ‰ j, on a vjpaxm

i q ´ vipaxm
i q “ vjpaq ´ vipaq ` mpvjpxiq ´ vipx1qq ą 0 si m est suffisamment grand. Ainsi,

axm
i P aSi X Si, ce qui implique que a appartient à Σi.
Réciproquement, si ay “ z, avec y, z P Si, alors vipaq “ vipzq ´ vipyq “ hpzq ´ hpyq ă 8. Cela montre que

vi est déterminée sur Σi par h et est infini en dehors de Σi. Ainsi, les valuations v1, . . . , vk sont uniquement
déterminées par h.
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3.2 Anneau gradué associé à une filtration

Soit A un anneau commutatif et f P Fil A.
On écrit A0pfq “ Apfq :“ t x P A | fpxq ě 0 u. C’est évidemment un sous-anneau de A. On définit

f` :“ f |A0 , f´pxq :“ minpfpxq, 0q,

alors f` P Fil` A0 et f´ P Fil A.
Pour chaque n P Z, on définit

In “ Inpfq :“ t x P A | fpxq ě n u,

alors In est un idéal de A0 pour tout n ě 0, et c’est un A0-module pour tout n ă 0. On remarque que
ImIn Ă Im`n pour tout m, n P N, on obtient alors le résultat suivant :
Lemme 3.13.

?
Im “

?
In pour tout m, n P Ně1.

Démonstration. Il suffit de montrer que
?

Im “
a

Im`1 pour tout m ě 1. D’un côté, on a Im`1 Ă Im, donc
a

Im`1 Ď
?

Im. De l’autre côté, on a I2
m Ă I2m Ă Im`1, donc

a

Im`1 Ě
?

Im, d’où l’égalité.

On peut alors définir le radical d’une filtration.
Définition 3.14. On définit le radical de f : radpfq :“

?
In, où n est un entier strictement positive quelconque.

Exemple 3.15. Soit I un idéal de A0 tel que Ip´8q “ A. On définit

fI : A Ñ Z,

x ÞÑ max
!

n P Z
ˇ

ˇ

ˇ
x P Ipnq

)

,

ou explicitement

fIpxq “

#

maxt n P N | x P In u, si x P A0,

´ mint n P N | xIn Ă A0 u, si x R A0,

alors fI est une filtration sur A, et on a InpfIq “ Ipnq.
En particulier, si I “ paq est un idéal principal, où a est régulier (i.e. a est un non-diviseur de zéro), et

A “ pA0qa, alors on écrit fa “ fI , cette fonction est alors appelée la filtration principale associée à a.
Définition 3.16. Soit f une filtration sur A. On définit Gpfq :“

À

nPZ Intn, ou explicitement

Gpfq “

#

q
ÿ

n“p

xntn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

p, q P Z, et xn P In pour n “ p, . . . , q

+

,

qui est un sous-anneau gradué de Art, t´1s. On souvent écrit u “ t´1. Évidemment, A0rus est un sous-anneau
gradué de Gpfq.

Remarquons que Gpfq “ Gptf uq, ce fait ainsi que le corollaire 3.11 nous suggère d’étudier les filtrations à
valeurs entières, la correspondance suivante est un résutat utile pour la suite.
Théorème 3.17. Il existe des bijections entre les trois ensembles subordonnés :

FilZ A “ t filtrations à valeurs entières sur A u

Ö
$

’

’

&

’

’

%

chaînes décroissantes de I0-module
A Ą ¨ ¨ ¨ Ą In Ą In`1 Ą ¨ ¨ ¨

avec I0 un sous-anneau de A
t.q. ImIn Ă Im`n ; et I´8 “ YZIn “ A

,

/

/

.

/

/

-

Ö
"

sous-anneau gradué G de Art, us « suffisamment grand »,
i.e. u P G ; et pour tout x P A, il existe n P N tel que xun P G

*
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donné par f ÞÑ tInpfqu ÞÑ Gpfq.
De manière intuitive, pour f P FilZ A, on a la correspondance suivante entre les conditions :

f est définie sur A Ô I´8 “ A Ô Gpfq est « suffisamment grand »,
fpx ´ yq ě minpfpxq, fpyqq Ô In Ą In`1 Ô u P Gpfq,

fpxyq ě fpxq ` fpyq Ô ImIn Ă Im`n Ô Gpfq est gradué.

Démonstration. On note C l’ensemble des chaînes décroissantes et G l’ensemble des sous-anneaux gradués,
comme énoncé dans cet théorème.

Tout d’abord, on montre que

I‚ : FilZ A Ñ C,

f ÞÑ t Inpfq | n P Z u

est bijective. Elle est évidemment injective. Soit tInu P C. On définit f : A Ñ Z par

fpxq “ maxt n P Z Y t˘8u | x P In u, @x P A,

où on pose I8 – XZIn et I´8 – YZIn “ A. On a évidemment que 0 P I8, donc fp0q “ `8. Soit a, b P A
quelconques vérifient fpaq “ m et fpbq “ n. On suppose sans perte de généralité que m ď n, alors Im Ă In, donc
a ´ b P In, et alors fpa ´ bq ě n “ minpfpaq, fpbqq. On a ab P ImIn Ă Im`n, donc fpabq ě m ` n “ fpaq ` fpbq.
On alors conclut que f P Fil A, et clairement Inpfq “ In pour tout n P Z, donc I‚ est surjective.

Ensuite, on montre que

G : C Ñ G,

tInu ÞÑ
à

nPZ
Intn

est bijective. Puisque ImIn Ă Im`n, on sait que G est une application bien définie, c’est-à-dire GptInuq P G.
C’est évident que G est injective. Soit pG P G, alors on peut écrire pG “ ‘ZIntn. C’est clair que I0 “ pG0 est un
sous-anneau de A. Pour tout n P Z, on a

I0In`1 “ pG0 pGn`1un`1 Ă pGn`1un`1 “ In`1,

et
In`1 “ pGn`1un`1 Ă pGn`1 pG´1un Ă pGnun “ In,

donc tInu est une chaîne décroissante de I0-modules. On a évidemment ImIn Ă Im`n. Pour tout x P A, il existe
n P N tel que xun P pG, donc x P In. En conclusion, on a tInu P C, donc G est surjective.

3.3 Clôture intégrale d’une filtration

Soit A un anneau commutatif et f P Fil A. On écrit G˚pfq “ ciArt,us Gpfq pour la clôture intégrale de Gpfq

dans Art, us (c.f. section 2.3 pour la notation).
On définit une filtration à valeur entière que l’on montrera équivalente à la fonction de Samuel.

Définition 3.18 (Clôture intégrale d’une filtration). On définit la clôture intégrale de f , notée f˚, comme la
filtration associé a G˚pfq (c.f. théorème 3.17), i.e.

f˚pxq “ maxt m | xtm P G˚pfq u,

ou explicitement :

f˚pxq ě m ðñ Da1, ¨ ¨ ¨ , an P A, tel que fpaiq ě im et an ` an´1x ` ¨ ¨ ¨ ` a1xn´1 ` xn “ 0.
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Démonstration de l’équivalence. Supposons que k “ f˚pxq ě m, alors on a xtk P G˚pfq, donc il existe
c1, ¨ ¨ ¨ , cn P Gpfq tels que cn ` cn´1xtk ` ¨ ¨ ¨ ` c1pxtkqn´1 ` pxtkqn “ 0. Prenons ait

ki la composante ho-
mogène de ci de degré ki, alors on a fpaiq ě ik ě im et an ` an´1x ` ¨ ¨ ¨ ` a1xn´1 ` xn “ 0.

Réciproquement, si on a an ` an´1x ` ¨ ¨ ¨ ` a1xn´1 ` xn “ 0 avec fpaiq ě im, alors

antmn ` an´1tmpn´1qxtm ` ¨ ¨ ¨ ` a1tmpxtmqn´1 ` pxtkqn “ 0,

d’où le résultat.

Remarque 3.19. G˚pfq est en effet gradué et on a Gpf˚q “ G˚pfq. On va donner une démonstration pour ce
fait quand Gpfq est Noethérien (corollaire 3.25), ce qui suffit pour notre discussion, mais on remarque que
Gpf˚q “ G˚pfq est valide dans un cadre général, les intéressés peuvent consulter Proposition 20 du paragraphe
1.8 du chapître V de [Bou07].
Remarque 3.20. f˚ “ tf u˚.

Lemme 3.21. tfpxqu ď f˚pxq ď fhompxq ď f˚pxq ` 1. Donc f˚ „ fhom.

Démonstration. Montrons d’abord que fpxq ď f˚pxq. Posons tfpxqu “ m, et prenons a1 “ ´x, alors a1 ` x “ 0.
Par définition 3.18, on obtient que f˚pxq ě m, donc fpxq ď f˚pxq car f˚pxq est un entier.

Montrons maintenant que f˚pxq ď fhompxq. Si f˚pxq ě m, alors pour tout n ě 1, il existe des éléments ai

tels que fpaiq ě im et xn “ ´an ´ an´1x ´ ¨ ¨ ¨ ´ a1xn´1. On peut montrer par récurrence sur k ě 0 qu’il existe
des ak,n tel que fpak,iq ě pi ` kqm et xn`k ` a1,kxn´1 ` ¨ ¨ ¨ ` an,k “ 0. Le cas k “ 0 est déjà établi. Supposons
que le cas de k est établi, alors ai,k`1 “ a1,kai ´ ai`1,k véifient les conditions requises pour le cas de k ` 1.

En appliquant f , on obtient :

fpxn`kq ě mintfpan,kq, fpan´1,kxq, . . . , fpa1,kxn´1qu ě min
1ďiďn

tpi ` kqm ` pn ´ iqfpxqu.

En divisant par n ` k et en faisant k Ñ `8, on déduit que fhompxq ě m, donc f˚pxq ď fhompxq.
Montrons finalement que fhompxq ď f˚pxq ` 1.
Si f˚pxnq ě npm ` 1q, alors x vérifie une équation xnr ` b1xnpr´1q ` ¨ ¨ ¨ ` br “ 0 avec fpb1q ě inpm ` 1q. on

a donc f˚pxq ě m ` 1. Par conséquent, si f˚pxq “ m ă 8, on a tf upxnq ď f˚pxnq ă npm ` 1q. Ceci implique
que tfupxn

q

n ă m ` 1 pour tout n, donc fhompxq ď m ` 1. Le cas f˚pxq “ 8 est immédiat.

Corollaire 3.22 (c.f. corollaire 3.11). Si f „ g, alors f˚ „ g˚.

3.4 Filtration noethérienne

On peut maintenant parler de la noethérienité d’une filtration.

Définition 3.23. On dit que f est une filtration noethérienne si Gpfq est noethérien gradué.

Dans cette section, on ne considére que les filtrations noethériennes. Dans ce cas, d’après le théorème de
Samuel (théorème 1.16), on sait que G0pfq “ A0 est noethérien et G`pfq, G´pfq sont noethériens gradués, donc
f` et f´ sont aussi noethériennes.

Lemme 3.24. Soit f P Fil A noethérienne et x P A. Pour m P N, on a :
— xtm P G˚pfq s.s.i. il existe kpxq P Z tel que pxtmqn P u´kpxqGpfq pour tout n P N ;

ou de manière équivalente,
— f˚pxq ě m s.s.i. il existe kpxq P Z tel que fpxnq ě mn ´ kpxq pour tout n P N.

Démonstration. On a par définition f˚pxq ě m s.s.i. Da1, ¨ ¨ ¨ , an tel que fpaiq ě im et an ` an´1x ` ¨ ¨ ¨ `

a1xn´1 ` xn “ 0, s.s.i. l’élément xtm est dépendent intègrement sur Gpfq (i.e., xtm P G˚pfq). Puisque Gpfq

est Noethérien, c’est équivalent à dire qu’il existe un entier k tel que pxtmqn P u´kGpfq pour tout n, d’où le
résultat.
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Corollaire 3.25. Soit f P Fil A noethérienne, on a G˚pfq “ Gpf˚q.

Démonstration. Supposons que xtm P Gpf˚q avec f˚pxq ě m. Par définition on a on a xtm P G˚pfq. Donc
Gpf˚q Ď G˚pfq.

Réciproquement, supposons que x P G˚pfq et écrivons

x “
ÿ

i

xit
i, xi P A.

D’après corollaire 2.31, Gpfqrxs est un Gpfq-module de type fini, donc xn P u´kGpfq pour certain k P Z.
On montre par récurrence sur le nombre des xi qui sont non nuls que les xit

i sont dans Gpf˚q :
Le cas où ce nombre vaut 1 est gratuit.
Pour le cas où ce nombre est au moins 2, on peut montrer que le terme de degré maximun est dans G˚pfq, ce

qui nous permet de ramener le problème au cas où le nombre de termes non nuls est plus petit. En effet, notons
s le degré maximal, on a pour tout n,

xn “ xn
s tsn ` termes de degré plus petit P u´kGpfq

donc fpxn
s q ě ns ´ k, donc par lemme 3.24 f˚pxsq ě s, d’où le résultat.

Définition 3.26. Soit f une filtration sur A et a un idéal de A. On définit f{a la filtration sur A{a déterminée
par la suite d’idéaux

Inpf{aq “ pInpfq ` aq{a.

dans la correspondance de théorème 3.17, i.e. f{apx̄q “ supaPa fpx ` aq pour tout x̄ P A{a.

Vérification de l’équivalence. Montrons d’abord que f{apxq “ supaPa fpx ` aq définit une filtration :
Pour tout x, y P A, on a

f{apx̄ȳq “ sup
aPa

fpxy ` aq

ě sup
a1,a2Pa

fppx ` a1qpy ` a2qq

ě sup
a1,a2Pa

pfpx ` a1q ` fpy ` a2qq

“ sup
a1Pa

fpx ` a1q ` sup
a2Pa

fpy ` a2q

“ f{apx̄q ` f{apȳq

et on a aussi

f{apx̄ ´ ȳq “ sup
aPa

fpx ´ y ` aq

ě sup
a1,a2Pa

fppx ` a1q ´ py ` a2qq

ě sup
a1,a2Pa

minpfpx ` a1q, fpy ` a2qq

“ minpsup
a1Pa

fpx ` a1q, sup
a2Pa

fpy ` a2qq

“ f{apx̄q ` f{apȳq

De plus, cette filtration correspond aux idéaux pInpfq ` aq{a par la correspondance de théorème 3.17 :

sup
aPa

fpx ` aq ě n ðñ Da P a, fpx ` aq ě n ðñ Da P a, x ` a P Inpfq ðñ x̄ P pInpfq ` aq{a,

ce qui conclut.
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On remarque que d’après le théorème des premiers minimaux de Noether (théorème 1.5), dans un anneau
Noethérien on peut écrire le radical d’un idéal comme l’intersection d’un nombre fini d’idéaux premiers :

Corollaire 3.27. Soit A un anneau noethérien, et I un idéal de A, alors
?

I “
č

pĚI premier minimal
p.

Démonstration. On a d’après théorème 1.11
?

I “
č

pĚI

p “
č

pĚI premier minimal
p.

D’après ce résultat, on obtient que

Lemme 3.28. Soit A un anneau noethérien, p1, . . . , ps les idéaux premiers minimaux de A, f une filtration
noethérienne sur A, alors

f˚pxq “ min
1ďiďs

pf{piq
˚pxiq, où xi “ x ` pi P A{pi.

Démonstration. Pour tout i, par définition de f{pi, on a :

pf{piqpxiq “ sup
aPpi

fpx ` aq ě fpxq.

donc pf{piqpxiq ě fpxq et pf{piq
˚pxiq ě f˚pxq, donc

min
i

pf{piq
˚pxiq ě f˚pxq.

De l’autre côté, si on a pf{piq
˚pxiq ě m pour tout i, puisque A est noethérien, on a d’après corollaire 3.27

s
č

i“1
pi “

a

p0q.

Donc, selon lemme 1.14, il existe N P N tel que :
˜

s
ź

i“1
pi

¸N

“ 0.

Prenons ai tel que fpaiq ě m et que x ´ ai P pi, alors on a px ´ a1qN px ´ a2qN ¨ ¨ ¨ px ´ asqN “ 0, donc par
définition 3.18, f˚pxq ě m.

Théorème 3.29. Soit f une filtration noethérienne sur un anneau noethérien A.
1. Il existe a P A satisfaisant fpaq ą 0 tel que pour tout x P A, on a fpxq “ 8 s.s.i. ax “ x ;
2. Si fp1q ‰ 8, alors pour tout non-diviseur de zéro x de A, il existe µpxq P Z dépendant sur x et f , tel que

pour tout y P A satisfaisant fpyq ă 8, on a fpxyq ď fpyq ` µpxq.

Démonstration. (1) Considérons d’abord un seul élément x et montrons que fpxq “ 8 si et seulement s’il existe
un élément apxq avec fpapxqq ą 0 tel que apxqx “ x. La partie "si" est évidente.

Pour prouver la partie "seulement si". Par définition, les éléments tnx appartiennent à Gpfq pour tout n. Par
conséquent, s’ils engendrent un idéal J , il existe un entier m tel que J est engendré par les éléments trx pour
1 ď r ď m. Il en suit que

tm`1x “

m
ÿ

r“1
artrxtm`1´r,
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où artm`1´r P Gpfq, i.e. fparq ě m ` 1 ´ r ě 1. Prenons

apxq “

m
ÿ

r“1
ar,

alors x “ apxqx et fpapxqq ě 1 ą 0.
Soit N l’idéal de A constitué de tous les éléments x tels que fpxq “ 8. Soit x1, . . . , xm une base de N et

posons apiq “ apxiq tel que défini ci-dessus. Alors, pour tout x P N , p1 ´ ap1qq . . . p1 ´ apmqqx “ 0. On peut
écrire p1 ´ ap1qq ¨ ¨ ¨ p1 ´ apmqq sous la forme 1 ´ a et clairement fpaq ą 0. On a alors x “ ax pour tout x tel que
fpxq “ 8 comme voulu.

(2) Supposons maintenant que fpxyq ě n, cela équivaut à xu´ny P Gpfq, et cela équivaut à u´ny P

pGpfq :Art,us xq. Puisque x n’est pas un diviseur de zéro, pGpfq :Art,us xq est isomorphe comme Gpfq-module à
l’idéal xpGpfq :Art,us xq de Gpfq et, comme Gpfq est noethérien, pGpfq :Art,us xq est un Gpfq-module de type
fini contenu dans Art, us “ Gpfqpuq. (Voir remarque 3.30 ) Donc il existe un entier µ tel que u´µpxqGpfq Ě

pGpfq :Art,us xq. Alors uµpxq´ny P Gpfq et donc fpyq ě n´µpxq. Puisque fpxq ă 8 (remarque 3.31) et fpyq ă 8,
cela implique que fpxyq ă 8. Prenons n “ fpxyq et on obtient fpxyq ´ fpyq ď µpxq pour tout y tel que
fpyq ă 8.

Remarque 3.30. On a Art, us “ Gpfqpuq parce que pour tout élément xtk P Art, us avec k P Z, x P A, notons
m “ fpxq, alors si k ď m, on a xtk P Gpfq Ď Gpfqpuq ; et si k ą m, on a xtk “ xtmtk´m “ um´kxtm P Gpfqpuq.
Remarque 3.31. Soit f une filtration noethérienne sur un anneau noethérien A.

— Si x est un non-diviseur de zéro, alors d’après théorème 3.29 (1) on a fpxq ă 8 ;
— Si fpxyq “ 8 et x est un non-diviseur de zéro, alors fpyq “ 8 ;
— Si fp1q “ 0 et x est un non-diviseur de zéro, alors f˚pxq ă 8. Plus précisément, si on écrit

J “ f´1p8q “ t y P A | fpyq “ 8 u,

alors f˚pxq “ 8 s.s.i. x P
?

J .
Voyons maintenant une critère d’équivalence des filtrations en comparant leur clôture intégrale.

Lemme 3.32. Soit f , g deux filtrations noetheériennes sur un anneau noethérien A, alors
1. Si f , g sont équivalentes, alors f˚ “ g˚ ;
2. Si f , g satisfont f˚ “ g˚ et A0pfq “ A0pgq, alors f , g sont équivalentes.

Démonstration. (1) Supposons f „ g. Par définition de l’équivalence, il existe une constante C tel que |f ´g| ě C.
Soit x P A. Par le lemme 3.24, f˚pxq ě m s.s.i. il existe kpxq tel que fpxnq ě mn ´ kpxq @n. On a donc

gpxnq ě mn ´ kpxq ´ c. On obtient donc g˚pxq ě m. Par symétrie, f˚ “ g˚.
(2) Supposons f˚ “ g˚ et A0pfq “ A0pgq. D’après le corollaire 3.25, on a Gpf˚q “ G˚pfq “ G˚pgq “ Gpg˚q.

Notons que Gpgq est de type fini sur A0pfq “ A0pgq (autant qu’une algèbre), il existe une constante C que
Gpgq Ď u´CGpfq et ceci implique que gpxq ě fpxq ´ C. Par symmétrie, f „ g.

Corollaire 3.33. Soit f , g deux filtrations noetheériennes positives sur un anneau noethérien A, alors f , g sont
équivalentes s.s.i. f˚ “ g˚.
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4
ANNEAUX DE VALUATION, ANNEAUX DE KRULL

4.1 Groupe de valuation et Anneaux de valuation

Généralisons d’abord la définition de valuation :

Définition 4.1. Soit C un corps. Une valuation sur C (ou une C-valuation) est un homomorphisme de
groupes v du groupe multiplicatif C˚ “ Czt0u vers un groupe abélien totalement ordonné G (écrit additivement)
tel que pour tous x et y dans C tels que x ` y ‰ 0,

vpx ` yq ě mintvpxq, vpyqu.

Il découle immédiatement des propriétés des homomorphismes de groupes que vp1q “ 0, et que pour tout
x P Kzt0u, vpx´1q “ ´vpxq.

Lorsque R est un domaine intègre de corps des fractions K et G un groupe abélien totalement ordonné, une
fonction v : Rzt0u Ñ G vérifiant les propriétés

vpxyq “ vpxq ` vpyq, vpx ` yq ě mintvpxq, vpyqu

pour tous x, y P R peut être étendue uniquement à une valuation v : Kzt0u Ñ G en posant v
´

x
y

¯

“ vpxq´vpyq

pour x, y P R non nuls. On vérifie facilement que cette définition est cohérente et produit une valuation sur K.
Pour cette raison, on appelle parfois une telle fonction « partielle » v : Rzt0u Ñ G une valuation.

Par convention, on étend v à K en posant vp0q “ 8, où G Y t8u est totalement ordonné avec les relations
8 ` g “ g ` 8 “ 8 ` 8 “ 8 et g ă 8 pour tout g P G.

Définition 4.2 (groupe de valuation). Soit C un corps et v une C-valuation. Alors, l’image

Γv “ vpC˚q

de v est un groupe abélien totalement ordonné, appelé le groupe des valeurs de v.

Définition 4.3 (anneau de valuation). Soit C un corps. Un anneau de valuation sur C, ou simplement un
anneau de valuation ou un domaine de valuation, est un anneau intègre V dont le corps des fractions est C, et
qui satisfait la propriété suivante : @x P C˚, soit x P V , soit x´1 P V .

L’ensemble des idéaux d’un domaine de valuation V est totalement ordonné par inclusion. En effet, si I et
J sont deux idéaux de V et x P IzJ , alors pour tout élément non nul y P J , soit xy´1 P V , soit yx´1 P V . Si
xy´1 P V , alors x “ pxy´1qy P J , ce qui est une contradiction. Ainsi, pour tout y P J , yx´1 P V , ce qui implique
y “ pyx´1qx P I, et donc J Ď I.

Il s’ensuit qu’un anneau de valuation V possède un unique idéal maximal, qui est l’idéal de tous les éléments
non inversibles :

␣

x P V
ˇ

ˇx´1 R V
(

.
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L’idéal maximal est généralement noté mV .
On peut construire un domaine de valuation à partir d’une valuation : étant donnée une valuation v : k˚ Ñ G,

on définit
Av “ t r P C˚ | vprq ě 0 u Y t0u.

Il est facile de voir que Av est un sous-anneau de C avec un unique idéal maximal

mv “ t r P C˚ | vprq ą 0 u,

et qu’il s’agit d’un domaine de valuation. En effet, si x P Avzmv, alors vpxq “ 0 et vp1{xq “ ´vpxq “ 0 donc
x est inversible dans Av.

Définition 4.4. On appelle Av l’anneau de valuation correspondant à la valuation v. Son idéal maximal
mv “ t r P C˚ | vprq ą 0 u est appelé le centre de la valuation. On appelle le corps résiduel de Av le corps
κpvq “ Av{mv ou κpV q avec V “ Av.

Si v et w sont des valuations équivalentes, alors évidemment Av “ Aw.

Lemme 4.5. Soit V un domaine de valuation dont le corps des fractions est C. Soit

ΓV “ C˚{V ˚,

où V ˚ Ď C˚ désigne les groupes multiplicatifs des éléments inversibles, et soit v : C˚ Ñ ΓV l’homéomorphisme
de groupes naturel. Par convention, l’opération sur ΓV est notée `. Alors ΓV est un groupe abélien totalement
ordonné, v est une C-valuation, et ΓV est le groupe des valeurs de v.

Démonstration. Puisque C˚ est abélien pour la multiplication, ΓV l’est également. Nous ordonnons ΓV comme
suit : pour x, y P C˚ d’images α, β P ΓV , on définit α ď β lorsque yx´1 P V .

Vérifions que ď est un ordre total :
— Pour tout α “ xV ˚ P ΓV , on a xx´1 “ 1 P V , donc α ď α.
— Si α ď β et β ď α, alors pour x, y représentants, yx´1 P V et xy´1 P V , donc yx´1 P V ˚ et α “ β.
— Si α ď β ď γ via x, y, z, alors zx´1 “ pzy´1qpyx´1q P V donc α ď γ.
— Compatibilité : Si α ď β alors α ` γ ď β ` γ car pyzqpxzq´1 “ yx´1 P V .
— Pour tout α, β, soit yx´1 P V (donc α ď β), soit xy´1 P V (donc β ď α).
Montrons que v est une valuation : On a vpxyq “ vpxq ` vpyq par construction. De plus, pour x, y P C˚, soit

xy´1 P V alors px ` yqy´1 “ xy´1 ` 1 P V donc vpx ` yq ě vpyq, soit yx´1 P V alors de même vpx ` yq ě vpxq.
Dans les deux cas vpx ` yq ě minpvpxq, vpyqq.

On conclut que v est bien une valuation à valeurs dans ΓV , qui est un groupe abélien totalement ordonné.

Proposition 4.6. Un domaine de valuation V est intégralement clos.

Démonstration. Soit x un élément du corps des fractions de V tel que xn ` r1xn´1 ` ¨ ¨ ¨ ` rn “ 0 pour certains
ri P V .

Si x P V , alors x´1 P V , ce qui implique que 1 ` r1x´1 ` ¨ ¨ ¨ ` rnx´n “ 0, et donc que 1 appartient à l’idéal
x´1V . Ainsi, x´1 est inversible dans V , ce qui contredit l’hypothèse selon laquelle x P V .

Par définition, il en découle que tout anneau situé entre un domaine de valuation K-valuation et K lui-même
est également un domaine de valuation. Ainsi, les over-rings des domaines de valuation sont particuliers.

Lemme 4.7. Soit V un domaine de valuation. Soit I un idéal de V engendré par un ensemble fini de générateurs
G de I. Alors il existe z P G tel que zV “ I.

Démonstration. On va le montrer par récurrence.Initialisation : Soient x, y P V non nuls. Alors soit xy´1 P V ,
soit yx´1 P V , ce qui implique x P yV ou y P xV . Hérédité : Supposons que tout idéal de V généré par n éléments
est de la forme I “ zV avec z un de ces éléments. Alors soit J “ pv1, ..., vn, vn`1q généré par n ` 1 éléments.
L’idéal j “ pv1, ..., vn`1q est généré par n éléments, donc il existe i tel que j “ viV donc J “ pvi, vn`1q puis
d’après l’initialisation il existe k P i, n ` 1 tel que J “ vkV Donc on a bien prouvé le lemme par récurrence.
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Définition 4.8. Soit R un anneau commutatif noethérien et I Ĺ R un idéal propre. La hauteur de I, notée
htpIq, est définie par :

htpIq “ minthtppq | p P SpecpRq, I Ď p et p est minimal pour cette inclusionu

où pour un idéal premier p, sa hauteur est la longueur maximale d d’une chaîne d’idéaux premiers :

p0 Ĺ p1 Ĺ ¨ ¨ ¨ Ĺ pd “ p

Définition 4.9. On définit la dimension (de Krull) d’un anneau comme la borne supérieure de hauteur d’un
idéal premier de cet anneau. On dit qu’un anneau est unidimensionnel s’il est de dimension 1, et alors tous ses
idéaux premiers sont minimaux.

Proposition 4.10. Soit pA,mq un anneau local, C son corps des fractions, et A ‰ C. Les assertions suivantes
sont équivalentes :

(1) A est un anneau de valuation Noethérien.
(2) A est un anneau principal.
(3) A est Noethérien, unidimensionnel, et intégralement clos.
(4)

Ş

n mn “ 0 et m est principal.
(5) A est un anneau de valuation dont le groupe des valeurs est isomorphe à Z.

Démonstration. Nous démontrons l’équivalence par les implications cycliques suivantes :

p1q ô p2q ô p5q ñ p3q ñ p4q ñ p2q

(1) implique (2) par le lemme 4.7. Et évidemment (2) implique (1).
(2) implique (5) : Supposons m “ pxq. Prenons a P A, d’après le théorème d’intersection de Krull (théo-

rème A.11), il exite un unique n P N tel que a P mn mais a R mn`1, définissons vpaq :“ n. Alors vpxq “ 1 et le
groupe des valeurs est Z.

Réciproquement, si (5) est vrai, soit v : C˚ Ñ Z. Soit x P C avec vpxq “ 1. Pour tout idéal non nul I, il
existe y P I avec vpyq “ n P N tel que n minimal. Alors yx´n est une unité, donc I “ xnA, et A est principal.
Ainsi, (2) est vérifié.

(1) implique (3) : par proposition 4.6, A est intégralement clôs.
Montrons que A est unidimensionnel. On a montré que (1) implique (2) et (2) implique (5), remarquons que

dans l’implication (5) ñ (2) on a montré que tout idéal non nul I de A s’écrit comme I “ xnA avec vpxq “ 1
pour certain n P N. On a forcément m “ xA et donc I “ mn. On conclut que le seul premier de hauteur 1 est m,
donc A est unidimensionnel.

(3) implique (4) : puisque l’anneau est unidimensionnel donc m est minimal donc d’après proposition 2.34 il
est principal, et l’assertion sur l’intersection découle du théorème d’intersection de Krull (théorème A.11).

Supposons (4). Soit x P A tel que m “ xA. Soit I un idéal non nul propre de A et y un élément non nul dans
I. Par propreté de I, il existe r1 P A tel que y “ r1x. Par induction, on construit des rn P A tels que y “ rnxn.
Comme

Ş

i m
i “ 0, il existe n tel que rn R m. Ainsi, yA “ xnA. Choisissant y avec n minimal, I “ xnA “ yA

est principal, donc (4) implique (2).

4.2 Anneaux de Krull

Les clôtures intégrales d’anneaux noethériens ne sont pas nécessairement noethériennes (pour la construction
d’un tel anneau de dimension quelconque, veuillez consulter la proposition 3.1 de [Huc76]). Néanmoins, la clôture
intégrale d’un anneau noethérien possède certaines propriétés intéressantes, que l’on va démontrer dans cette
section.

Définition 4.11. Un anneau intègre A est un anneau de Krull si
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1. Pour tout idéal premier p de A de hauteur un, Ap est un anneau noethérien intégralement clos,
2. A “

Ş

htppq“1 Ap, et
3. Tout élément non nul x P A appartient à un nombre fini d’idéaux premiers de A de hauteur un.

Les anneaux de Krull ne sont pas nécessairement noethériens. Ils sont toujours intégralement clôs car, pour
chaque idéal premier p de hauteur un dans A, Ap est intégralement clos, donc leur intersection A est intégralement
close. Et on a l’inverse lorsque A est Noethérien :

Proposition 4.12. Un anneau intègre noethérien intégralement clos est un anneau de Krull.

Démonstration. Soit A un anneau intègre noethérien intégralement clos. Montrons d’abord la propriété (1) dans
la définition des anneaux de Krull (définition 4.11). Soit p un idéal premier de hauteur 1 dans A.

Puisque A est noethérien, toute localisation Ap est noethérienne (proposition 2.6)
Montrons que Ap est intégralement clos. Soit K le corps des fractions de A (et donc aussi de Ap). Considérons

α P K entier sur Ap. Il existe une relation :

αn `
an´1

sn´1
αn´1 ` ¨ ¨ ¨ `

a0

s0
“ 0 avec ai P A, si P Azp.

En multipliant par s “
ś

sn´i
i , on obtient que sα est entier sur A. Comme A est intégralement clos, sα P A,

donc α “ sα
s P Ap.

Montrons maintenant la propriété (3) dans la définition 4.11. Soit x P A non nul. Les idéaux premiers de
hauteur 1 contenant x correspondent aux idéaux premiers minimaux contenant pxq. Par théorème 1.5, dans
un anneau noethérien, l’idéal pxq est inclus dans un nombre fini d’idéaux premiers minimaux sur x, donc x
appartient à un nombre fini d’idéaux premiers de hauteur 1, ce qui conclut.

Montrons finalement la propriété (2). On a évidemment l’inclusion

A Ď
č

htppq“1
Ap

car pour tout p, on a A Ď Ap par la remarque 2.3 puisque 1 R p.
Montrons l’inclusion inverse. Soit α P

Ş

htppq“1 Ap. On veut montrer que α P A. Comme α est dans le corps
des fractions K de A, on peut écrire α “ x

y avec x, y P A, y ‰ 0. On considère l’idéal des dénominateurs :

J “ pyA :A xq “ ta P A | ax P yAu

Lemme 4.13. Pour tout idéal premier p de hauteur 1, on a J Ę p.

Démonstration. On a α “ x
y P Ap, donc il existe s R p tel que sx P yA. Ainsi, s P J mais s R p, d’où J Ę p.

Lemme 4.14. Les idéaux premiers associés à J sont tous de hauteur 1.

Démonstration. Les idéaux premiers associés à J sont également associés à yA , puisque : Si a P J alors ax P yA,
donc si pour m P A ma “ 0 , alors max “ 0 de même si max “ 0 (dans A{J) alors ma P J d’où annApa dans
A{J) = annA(ax dans yA) donc les idéaux premiers associés à J sont aussi associés à yA. Or par proposition 2.34
les premiers associés de yA sont exactement les premiers minimaux de yA.

Dans un anneau noethérien intègre et intégralement clôs, les idéaux premiers minimaux sur un élément non
nul sont de hauteur 1 (voir la démonstration de proposition 2.34). Ce qui conclut.

Revenons sur la démonstration de la proposition 4.12. D’après le premier lemme, J n’est contenu dans aucun
idéal premier de hauteur 1. D’après le second lemme, tous les idéaux premiers associés à J seraient de hauteur
1 s’ils existaient. Or J est inclus dans ses idéaux associés (car pour x P Atout élément de ax P J) Donc J n’a
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aucun idéal premier associé, en particulier AnnA(1 dans A{J) = A, ce qui implique J “ A. Par conséquent,
1 P J , donc x P yA et α “ x

y P A. Ceci prouve l’inclusion inverse :
č

htppq“1
Ap Ď A

On va donner l’énnoncé du théorème de Mori-Nagata, que l’on admettra pour la suite, les intéressés peuvent
consulter théorème 4.10.5 de [Ree88] ou théorème 3.21 de [SH06] pour une démonstration.

Théorème 4.15 (Mori-Nagata). La clôture intégrale A˚ d’un anneau noethérien réduit A dans son anneau total
de fractions est un produit direct de r anneaux de Krull, où r est le nombre d’idéaux premiers minimaux de A.

28



5
VALUATIONS DE KRULL, THÉORÈME DE VALUATION

DE REES

L’objectif de cette section est de conclure en donnant une démonstration du théorème de Rees.

Théorème 1 (Rees 1956). Soient A un anneau noethérien et f une filtration sur un anneau noethérien. Alors il
existe de manière unique r P N, e1, ¨ ¨ ¨ , er P Q et les valuations surjectives v1, ¨ ¨ ¨ , vr à valeur dans Z, tels que

fhompxq “ min
1ďiďr

ˆ

vi

ei

˙

.

et tels que l’écriture du minimum en termes de ces r valuations est irréductible.

5.1 Valuation de Krull sur un anneau noethérien intègre

Nous prouverons ce théorème par étapes. Dans cette section, nous supposons que A est un anneau intègre
noethérien, puis nous étendrons dans la section suivante au cas non nécessairement intègre.

Dans un premier temps, nous allons établir des conséquences du théorème 4.15 en termes de valuations.
Remarque 5.1. Si A est un anneau intègre, alors p0q est un idéal premier, donc il y a un unique idéal premier
minimal dans A. Le théorème de Mori-Nagata implique donc que A˚ est un anneau de Krull.

Rappelons également la définition suivante :

Définition 5.2. La dimension de Krull de A, notée dimpAq, est le sup, éventuellement infini, des longueurs
n des chaînes strictement croissantes d’idéaux premiers :

p0 Ĺ p1 Ĺ ¨ ¨ ¨ Ĺ pn

où chaque pi est un idéal premier de A.

La notion d’idéal premier de hauteur 1, introduite dans la définition 4.8, est primordiale dans le théorème
de Mori-Nagata (théorème 4.15), étant donné qu’il est question d’anneaux de Krull. Il est alors facile de se
convaincre qu’il serait utile d’établir une correspondance bijective entre ces idéaux et un certain type de valuation.
Le but sera donc, dans un premier temps, de construire ces valuations. En voici la définition, dont la construction
sera justifiée en-dessous :

Définition - Proposition 5.3. Soit k le corps des fractions de A. Soit v une valuation à valeurs entières sur
k, positive sur A. On dit que v est une valuation de Krull sur A si d’une part son centre p “ mv (introduit
dans la définition 4.4) est un idéal premier de hauteur 1 de A˚, d’autre part son domaine de valuation Av est la
localisation de A˚ en mv et si vpπq “ 1 où π est un générateur de pA˚

p .

Remarque 5.4. Le fait que p soit un idéal de A˚ est pratique parce que maintenant si vpxq ‰ 0 alors x P p
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Démonstration. Ici, on a affirmé que pA˚
p était principal, et nous allons tâcher de montrer pourquoi.

D’après la proposition 4.10 dont nous allons utiliser le deuxième point, il suffit de montrer que A˚
p est local,

d’idéal maximal pA˚
p , que A˚

p est noethérien, de dimension 1 et intégralement clos. Les deux premiers points sont
déjà montrés grâce à la proposition 2.5. Le fait que A˚

p soit noethérien intégralement clos découle du théorème
de Mori-Nagata, qui nous dit que A˚ est un anneau de Krull. Reste à démontrer que A˚

p est de dimension 1.
Nous avons vu grâce au théorème 2.10 la correspondance bijective entre d’une part, les idéaux premiers de

A˚
p et ceux de A˚ contenus dans p. Elle se matérialise par la surjection canonique Φp : A˚ Ñ A˚

p . En d’autres
termes, à chaque chaîne

p0 Ĺ p1 Ĺ ¨ ¨ ¨ Ĺ pn

d’idéaux premiers dans A˚
p , correspond une chaîne

Φ´1
p pp0q Ĺ Φ´1

p pp1q Ĺ ¨ ¨ ¨ Ĺ Φ´1
p ppnq

d’idéaux premiers de A˚ contenus dans p, de même longueur. Comme p est de hauteur 1, on en déduit que la
dimension de A˚

p est 1. Nous avons alors toutes les hypothèses de la proposition 4.10. Ce résultat vaut pour tout
idéal premier de A˚ de hauteur 1.

Maintenant, il nous reste à montrer que l’on a bien une correspondance bijective entre les idéaux premiers de
hauteurs 1 de A˚ et les valuations de Krull.

Proposition 5.5. On a une correspondance bijective entre les valuations de Krull sur A et les idéaux premiers
de hauteur 1 sur A˚ p tel que p soit le centre de v et A˚

p soit le domaine de valuation de v.

Démonstration. Par définition, si v est une valuation de Krull, alors son centre est de hauteur 1 (le centre d’une
valuation étant introduit en définition 4.4) par la définition - Proposition 5.3.

Soit maintenant p un idéal premier de A˚ de hauteur 1. Nous allons construire une valuation de Krull ayant
pour centre p.

Notons π un générateur de l’idéal principal pA˚
p . Pour x P A˚

p , on écrit x “ uπn avec n un entier naturel
maximal, et u inversible (puisque pA˚

p est maximal d’après la proposition 2.5), et on note alors wpxq “ n. Si
x “ 0, on note wp0q “ 8. On a clairement une valuation à valeurs entières sur A˚

p . Puis pour x P A˚ on note
vpxq “ wpΦppxqq, où Φp est le morphisme naturel de A˚ dans A˚

p introduit à la fin de la définition 2.1.
On a par construction Av “ A˚

p et mv “ p. On voit qu’en fixant vpπq “ 1, on a l’unicité. En étendant v sur
le corps des fractions de A on a bien que v est une valuation de Krull de centre p.

Nous pouvons alors énoncer le théorème suivant, qui peut être vu comme une réinterprétation du théorème
de Mori-Nagata avec des valuations :

Théorème 5.6. Soit A un anneau intègre noethérien, soit k son corps des fractions. Alors l’ensemble des
valuations de Krull sur A vérifie

— Si x P Azt0u, alors vpxq ‰ 0 seulement pour un nombre fini de valuations de Krull v sur A ;
— Si x P k alors x est entier sur A si et seulement si vpxq ě 0 pour toute valuation de Krull v sur A ;
— On a une correspondance bijective entre les valuations de Krull sur A et les idéaux premiers de hauteur 1

sur A˚ p tel que p soit le centre de v et A˚
p soit le domaine de valuation de v.

Démonstration. Le dernier point a déjà été montré. Pour le premier point, le théorème de Mori-Nagata montre
que A˚ est un anneau de Krull (remarque 5.1) donc en particulier x appartient à un nombre fini d’idéaux
premiers de hauteur 1 de A˚ et on conclut avec la correspondance bijective avec les valuations de Krull énoncée
au dernier point. Pour le deuxième point, comme A˚ est de Krull on a pour x P k

x P A˚ ðñ x P
č

htppq“1
A˚

p

donc x est intégral sur A si et seulement si x P A˚
p pour tout p idéal premier de hauteur 1 de A˚, si et

seulement si x P Av pour toute valuation de Krull par le dernier point.
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Poursuivons notre route vers le théorème, tout en restant dans un premier temps avec des anneaux intègres.
Voici d’abord une notion qui va nous être utile :

Définition 5.7 (Répétition de l’exemple 3.15). Soit A un anneau noethérien intègre. Soit I un idéal de A0, lui
même un sous-anneau de A, tels que @x P A, Dn P Z, Inx Ď A0. Soit x P A. On note

fIpxq “

$

’

&

’

%

maxtn P Z, x P Inu si un tel entier est défini et x P A0,

8 si @n P Z, x P In et x P A0,

´n où n “ mintk P Z, Ikx Ď A0u si x R A0

Alors fI est une filtration sur A. Si I “ aA0 est principal avec a un élément régulier de A0 et A “ A0paq

(c’est-à-dire un non diviseur de zéro), on note la filtration fa, et on l’appelle filtration principale sur A.

Dans le lemme suivant, nous démontrons d’abord le théorème de Rees (théorème 1) au cas où f est une
filtration principale. Comme nous le verrons, le théorème général se prouve par réduction à ce cas. En d’autres
termes, nous démontrons le théorème 1 d’abord pour le cas de filtration principale dans le cas intègre. Rappelons
que si p est un idéal premier d’un anneau A0, on note pA0qp la localisation de A0 en le complémentaire de p, qui
est stable par multiplication.

Lemme 5.8. Soit A0 un anneau noethérien intègre, soit u un élément régulier de A0. Soit A “ A0puq. Notons
fu la filtration principale définie sur A par u, A0. Soient V1, ..., Vk les valuations de Krull sur A0 telles que pour
tout i P t1, . . . , ku, Vipuq ą 0, existant d’après le théorème précédent. Alors, si x P A :

(i) f˚
u pxq ě n ðñ @i, Vipxq ě nVipuq ;

(ii) fhom
u pxq “ min

1ďiďk

Vipxq

Vipuq
, la représentation en fonction du minimum des valuations étant irréductible ;

(iii) f˚
u pxq “

X

fhom
u pxq

\

Démonstration. Nous avons que fupxq “ maxtk P N, u´kx P A0u. Dans le cas fini, notons n cet entier. Alors par
définition de f˚

u :
f˚

u pxq ě n ðñ Dr, Da1, . . . , ar P A0, xr ` a1xr´1 ` ¨ ¨ ¨ ` ar “ 0
avec fupaiq ě ni pour tout i. En multipliant l’égalité polynômiale sur x par u´nr on obtient

pu´nxqr ` u´na1pu´nxqr´1 ` ¨ ¨ ¨ ` u´nrar “ 0

et donc que c’est équivalent à u´nx P A˚
0 . En effet le coefficient devant pu´nxqi est aiu

´ni qui est bien dans
A0 puisque fupaiu

´niq ě ni ´ ni ě 0. Or d’après le deuxième point du théorème 5.6, ceci est équivalent à dire
que @i P t1 . . . , ku, Vipu

´nxq ě 0 ou @i P t1 . . . , ku, Vipxq ě nVipuq (comme c’est vrai pour les autres valuations
de Krull, ie celle qui annulent u), ce qui prouve le premier point.

Prouvons les deux autres en même temps. Réécrivons ce que nous venons de montrer sous la forme

f˚
u pxq “ min

1ďiďk

Z

Vipxq

Vipuq

^

Soit gpxq “ min
1ďiďk

Vipxq

Vipuq
. Nous allons montrer par double inégalité qu’elle est égale à fhom

u pxq. D’après le

fait suivant la définition 3.5, g est une filtration homogène et d’après lemme 3.21, gpxq ě f˚
u pxq ě fupxq. Donc

gpxq ě fhom
u pxq (Il suffit de remplacer x par xn{n dans l’inégalité précédente et de faire tendre n vers l’infini).

Pour l’autre côté, choisissons n un multiple des entiers Vipuq. Alors

f˚
u pxnq “ min

1ďiďk

nVipxq

Vipuq

car cette fraction est un entier. À nouveau par le lemme 3.21,

fhom
u pxnq ě f˚

u pxnq “ n min
1ďiďk

Vipxq

Vipuq
“ ngpxq
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et comme fhom
u est homogène on a

fhom
u pxq ě gpxq

ce qui conclut.

Il nous reste à montrer l’irréductibilité de l’écriture. Pour j P t1, . . . , ku notons pj le centre de Vj sur A˚
0 X A.

D’après le théorème 5.6, ce sont des idéaux premiers distincts de hauteur 1. Aucun ne contient alors un autre.
Donc pour i P t1, . . . , ku est fixé, pour tout j ‰ i nous pouvons trouver zij dans pjzpi. Soit yi “

ś

j‰i

zij , alors

yi P
č

j‰i

pjzpi

donc Vjpyiq ą 0 si j ‰ i, et Vipyiq “ 0. Comme yi P A nous pouvons écrire yi “
xi

un
où xi P A0 et n P N, alors le

fait que Vjpyiq ą 0 si j ‰ i, et Vipyiq “ 0 se réécrit

Vipxiq

Vipuq
“ n ă

Vjpxiq

Vjpuq

ce qui montre l’irréductibilité de l’écriture et achève la preuve.

5.2 Cas non nécessairement intègre

Nous allons dans cette section prouver un théorème qui est une version du lemme dans le cas non intègre,
mais toujours avec la filtration principale.

En premier lieu, étendons la définition de valuation de Krull dans le cas non intègre :

Définition 5.9. Soit V une valuation à valeurs entières sur un anneau noethérien A. On dit que V est une
valuation de Krull sur A si elle est de la forme

V pxq “ W pθppxqq

où p est un idéal premier minimal de A, θp est la réduction modulo p : A ÝÑ A{p et W est une valuation de
Krull sur A{p (qui est intègre). p est l’ensemble des x P A tels que V pxq “ 8 et est appelé l’idéal limite de V .

Alors, le premier point du théorème 5.6 devient

Théorème 5.10. Si x P A n’appartient à aucun idéal premier minimal de A alors V pxq ‰ 0 seulement pour un
nombre fini de valuations de Krull V sur A.

Démonstration. Soit p un idéal premier minimal de A. Si x n’appartient à aucun idéal premier minimal , alors
x R p, donc x ‰ 0 dans A{p et il existe un nombre fini valuation de Krull W sur A{p, tel que W pxq ‰ 0 d’après
théorème 5.6, donc il existe un nombre fini de valuations de Krull de A de la forme V pxq “ W pθppxqq tel que
V pxq “ 0. Donc puisqu’il y a un nombre fini d’idéaux premier minimaux dans un anneau noethérien, ça conclut.

Remarque 5.11. Si u est un élément régulier de A, alors u n’appartient à aucun idéal premier minimal de A, et
le théorème précédent s’applique. En effet si u appartenait à un idéal premier minimal p, alors p serait associé à
A. Il existerait alors x P A0 tel que AnnA x “ p. Puisque u P p on aurait ux “ 0 donc x “ 0 ce qui est absurde.

Nous avons maintenant le cadre pour citer le théorème suivant :

Théorème 5.12. Soit A0 un anneau noethérien, soit u un élément régulier de A0. Soit A “ A0puq. Soient
V1, ..., Vk les extensions à A des valuations de Krull sur A0 telles que pour tout i P t1, . . . , ku, Vipuq ą 0, existant
d’après la remarque précédente. Alors, si x P A :
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(i) f˚
u pxq ě n ðñ @i, Vipxq ě nVipuq ;

(ii) fhom
u pxq “ min

1ďiďk

Vipxq

Vipuq
, la représentation en fonction du minimum des valuations étant irréductible ;

(iii) f˚
u pxq “

X

fhom
u pxq

\

Démonstration. Regardons le premier point dans un premier temps. Le théorème 1.5 nous permet de noter
p1, . . . , ps les idéaux premiers minimaux de A0.

Le lemme 3.28 permet d’avoir

f˚
u pxq “ min

1ďiďs
pfu{piAq˚pxiq, où xi “ x ` pi P A{pi.

Notons ui, xi les images de u, x dans A{piA. Alors fu{piA est la filtration principale fui sur pA0{piqpuiq “

A{piA. Notons Wij pour j P t1, . . . , kiu les valuations de Krull sur A0{pi telles que Wijpuiq ą 0 pour i P t1, . . . , su.
Elles existent car ui ‰ 0. Soit maintenant

Vmpxq “ Wijpxq

pour x P A où θi est la réduction modulo pi : A ÝÑ A{piA, m “ k1 ` ¨ ¨ ¨ ` ki´1 ` j et k “ k1 ` ¨ ¨ ¨ ` ks. Alors

f˚
u pxq ě m ðñ @i P t1, . . . , su, f˚

ui
pxiq ě n

On peut appliquer le lemme 5.8 à ces filtrations principales (sur des anneaux intègres), qui donne que ceci est
équivalent à

@i P t1, . . . , su, @j P t1, . . . , kiu, Wijpxiq ě nWijpuiq

qui se réécrit
@m P t1, . . . , ku, Vmpxq ě nVmpuq

ce qui prouve le premier point.
Les deux autres points se démontrent ensuite comme dans le lemme 5.8, à part l’affirmation sur l’irréductibilité

de l’écriture du minimum des valuations, que nous allons tâcher de montrer ci-dessous.
On doit montrer que pour tout m P t1, . . . , ku il existe ym P A tel que pour tout j ‰ m :

Spm, jq : Vmpymq

Vmpuq
ă

Vjpymq

Vjpuq

soit satisfaite.
Fixons m, et divisons l’ensemble des valeurs de j ‰ m en deux ensembles S et S1 : S étant l’ensemble des

j tels que Vmpxq et Vjpxq prennent la valeur 8 sur le même idéal premier minimal p de A, et S1 comprenant
toutes les autres valeurs de j (différentes de m).

Il découle alors du lemme 5.8 que l’on peut trouver un élément y tel que la propriété Spm, jq soit vérifiée
pour tout j P S, avec ym “ y.

Ensuite, on peut choisir un élément z P A n’appartenant pas à p, mais appartenant à tous les autres idéaux
premiers minimaux de A, de sorte que Vjpzq “ 8 si j P S1, tandis que Vjpzq est fini si j P S.

On peut donc choisir N tel que :

N

ˆ

Vmpyq

Vmpuq
´

Vjpyq

Vjpuq

˙

ă
Vjpzq

Vjpuq
´

Vmpzq

Vmpuq

pour tout j P S.
Il en découle alors que, si ym “ yN z, la propriété Spm, jq est vérifiée pour tout j ‰ m, et l’énoncé

d’irréductibilité s’en déduit.

Théorème 5.13. Soit A un anneau noethérien, et f une filtration noethérienne sur A. Soit A0 le sous-anneau
de A formé des éléments x tels que fpxq ě 0.

Soient V1, ..., Vk les extensions à Gpfq des valuations de Krull sur A0 telles que pour tout i P t1, . . . , ku, Vipuq ą

0. Soient v1, . . . , vk les normalisations de leurs restrictions à A.
Alors il existe des rationnels strictement positifs e1, . . . , ek tels que :
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i) f˚pxq ě n si et seulement si vipxq ě nei pour tout i P t1, . . . , ku,

ii) fhompxq “ min
1ďiďk

vipxq

ei
, la représentation étant irréductible

iii) f˚pxq “ tfhompxqu.

Démonstration. On applique le théorème 5.12 en prenant A0 “ Gpfq et A “ Gpfqrt, us. En effet on a Art, us “

Gpfqpuq. (Rappelons remarque 3.30) On considère la filtration principale fu sur Art, us.
Nous pouvons appliquer proposition 4.10 : le dernier point nous dit que le groupe des valeurs des Vi sont

isomorphes à Z (si Vi prend des valeurs finies non nulles).
Les v1, . . . , vk sont les normalisations des restrictions des V1, . . . , Vk à A, c’est-à-dire :

— si Vi prend uniquement les valeurs 0 ou 8 sur A, alors vi “ Vi,
— sinon, si Vipxq prend des valeurs multiples d’un entier positif mi, alors vi “ 1

mi
Vi.

Par ailleurs, affirmons que f est la restriction de fupxq à A. Donnons-en une justification : A est l’ensemble
des éléments de Art, us de degré 0. Soit x P A. Si x P Gpfq, alors fupxq “ maxtn P N, xtn P Gpfqu “ fpxq par
définition de Gpfq. Si x R Gpfq, fupxq “ ´ mintn P N, unx P Gpfqu “ fpxq encore une fois. On a donc bien que f
est la restriction de fu à A. Ce fait est crucial puisqu’il permet d’appliquer les théorèmes précédents directement.

On a également que f˚pxq et fhompxq sont les restrictions respectives de f˚
u pxq et fhom

u pxq à A.
On peut donc écrire la conclusion (i) du théorème 5.12 sous la forme :

f˚pxq ě n ðñ vipxq ě nei, où ei “

#

Vipuq

mi
si vipxq prend des valeurs finies non nulles,

1 si vipxq prend seulement les valeurs 0 ou 8.

Les ei sont rationnels et positifs.
Il reste à montrer l’irréductibilité de l’écriture du deuxième point. Soit m il existe un élément que l’on peut

supposer homogène X “ xur avec x P A tel que

VmpXq

Vmpuq
ă

VjpXq

Vjpuq

si j ‰ m. Cela entraîne que
vmpXq

em
ă

vjpXq

ej

si j ‰ m, ce qui conclut.
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A
APPENDICE

A.1 Les (contre-)exemples de Noethérienité

Dans cette partie, nous allons nous pencher sur quelques exemples intéressants, qui donnent une réponse
négative à la question suivante :

Question A.1. Est-un sous-anneau d’un anneau Noethérien forcément Noethérien ? La propriété de 3-objets
est-elle valide pour une suite exacte courte d’anneaux ?

Exemple A.2. Considérons les anneaux suivants :
— A1 :“ RrXs est Noethérien d’après le théorème de base de Hilbert (théorème 1.9).
— Notons A2 l’anneau des fonctions analytiques sur R, c’est un anneau qui contient A1 comme un sous-anneau.

On montre que A2 n’est pas Noethérien :

Démonstration. Notons In l’ensemble des fonctions s’annulant sur 2nZ, on vérifie aisément que pInqně0
forme une suite strictement croissante d’idéaux, donc A2 n’est pas Noethérien.

— Considérons maintenant A3 l’anneau des fonctions analytiques sur r´1, 1s, c’est un anneau qui contient A2
comme un sous-anneau, et il est Noethérien !

Démonstration. Pour une fonction f analytique sur r´1, 1s non-zéro, l’ensemble des zéros est un ensemble
discret. Vue que r´1, 1s est compact, cet ensemble est donc fini. On obtient donc que f s’écrit comme le
produit d’un polynôme avec un élément inversible, la noethérienité suit du lemme suivant :

Lemme A.3. Soit A un anneau, supposons qu’il admet un sous-anneau Noethérien A0 Ď R tel que tous
les éléments de R s’écrit comme le produit d’un élément de A0 avec un élément inversible, alors A est
Noethérien.

Démonstration de lemme A.3. Soit I Ď A un idéal quelconque. Montrons que I est de type fini.
Considérons J :“ I X A0. Alors, J est un idéal de A0, donc il est engendré par un nombre fini d’éléments
a1, ¨ ¨ ¨ , an P A0 car A0 est Noethérien.
Soit a P I. Par hypothèse, on écrit a “ a0 ¨ u avec a0 P A0 et u inversible. Alors :

a0 “ a ¨ u´1 P J ùñ a0 “

n
ÿ

i“1
λiai pλi P A0q.

En multipliant par u :

a “

n
ÿ

i“1
pλi ¨ uqai où λi ¨ u P A.

Ainsi, ta1, . . . , anu engendre I.
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— Maintenant, voyons l’exemple de l’anneau A4 des fonctions analytiques sur s ´ 1, 1r. Il contient A3 comme
sous-anneau, et il n’est pas Noethérien.

Démonstration. Considérons une suite infinie de points distincts pxnqnPN Ăs ´ 1, 1r accumulés en 1, par
exemple xn “ 1 ´ 1

n . Pour chaque k ě 1, définissons Ik “ tf P A4 : fpx2knq “ 0, @n P Nu, alors la chaîne
d’idéaux I1 Ĺ I2 Ĺ I3 Ĺ ¨ ¨ ¨ ne stationne jamais. Ceci contredit la condition de chaîne croissante.

— Si on considère A5 l’anneau des fonctions analytiques au tour de 0, ce qui contient A4 comme sous-anneau,
on trouve que tous les éléments s’écrit comme le produit de xn avec un élément inversible pour certain n,
donc on conlut par lemme A.3 que A5 est Noethérien.

— Notons A6 l’anneau des fonctions lisses autour de 0, il contient A5 comme sous-anneau, mais on peut
montrer qu’il n’est pas Noethérien !

Démonstration. Considérons la fonction suivante

gpxq “

#

e´ 1
x2 si x ‰ 0,

0 si x “ 0.

Notons In :“ pg2´n

q. On a I0 Ĺ I1 Ĺ ¨ ¨ ¨ Ĺ In Ĺ In`1 Ĺ ¨ ¨ ¨ est une chaîne strictement croissante d’idéaux,
donc A6 n’est pas Noethérien.

— On peut construire un autre anneau, l’anneau des séries formelles A7 :“ Rrrxss, il contient également A5
comme sous-anneau, mais différent que A6, il est Noethérien : tous les éléments s’écrit comme le produit
de xn avec un élément inversible pour certain n comme dans le cas de A5.

— Considérons finalement l’anneau des séries de Puiseaux

A8 :“
ď

nPN˚

Rrrx
1
n ss.

Il contient A7 comme sous-anneau, et il n’est pas Noethérien : on a une chaîne strictement croissante
d’idéaux pxq Ĺ px

1
2 q Ĺ px

1
4 q Ĺ ¨ ¨ ¨ .

D’après ces exemples, la partie "sous-module" de question A.1 est fausse : un sous-anneau d’un anneau
Noethérien n’est pas forcément Noethérien. On va maintenant montrer que la partie "module quotient" est encore
valide.

Lemme A.4. Soient A1 et A2 deux anneaux avec un morphisme surjectif φ : A1 Ñ A2, supposons que A1 est
Noeteérien, alors A2 est aussi Noethérien.

Démonstration. Soit J Ď A2 un idéal, montrons qu’il est de type fini. Considérons son image réciproque

φ´1pJq “ t a P A1 | φpaq P J u.

C’est un idéal de A1. Puisque A1 est Noethérien, il est engendré par un nombre fini d’éléments a1, ¨ ¨ ¨ , an P A1.
Puisque φ est surjective, tout élément de J s’écrit comme φpaq avec a P φ´1pJq. On a alors

a “

n
ÿ

i“1
λiai pλi P A1q ùñ φpaq “

n
ÿ

i“1
φpλiqφpaiq.

Ainsi, J est engendré par tφpa1q, ¨ ¨ ¨ , φpanqu.
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A.2 Idéaux monomiaux

Dans cette section, nous allons nous intéresser plus particulièrement aux idéaux moniaux, et cela nous
permettra d’illustrer la notion de clôture intégrale avec un exemple très graphique de ce qu’elle représente. Cet
exemple est inspiré du livre de L. Swanson et C. Huneke, [SH06]. Pour cela, nous démontrerons la proposition
suivante :

Proposition A.5. L’ensemble des exposants de la clôture intégrale d’un idéal monomial I est exactement
l’ensemble des points entiers du réseau contenus dans l’enveloppe convexe de l’ensemble des exposants de I.

Commençons alors par définir ce qu’est un idéal monomial.

Définition A.6. Soit k un corps et soient X1, . . . , Xd des variables sur k. Un monôme dans l’anneau de
polynômes krX1, . . . , Xds (ou alternativement dans l’anneau des séries entières convergentes CtX1, . . . , Xdu ou
dans l’anneau des séries formelles krrX1, . . . , Xdss) est un élément de la forme Xn1

1 Xn2
2 ¨ ¨ ¨ Xnd

d pour certains
entiers naturels n1, . . . , nd. Un idéal est dit monomial s’il est engendré par des monômes.

L’anneau polynomial krX1, . . . , Xds possède une graduation naturelle par Nd définie par :

degpXiq “ p0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0q P Nd,

avec 1 à la i-ème position et 0 ailleur, et sous cette graduation, les idéaux monomiaux sont homogènes.
Soit I un idéal monomial et soit r “ Xn1

1 Xn2
2 ¨ ¨ ¨ Xnd

d un monôme appartenant à la clôture intégrale de I.
Supposons que r satisfait une équation de dépendance intégrale sur I :

rn ` a1rn´1 ` ¨ ¨ ¨ ` an´1r ` an “ 0.

Comme I est un idéal monomial, homogène sous la graduation naturelle par Nd sur krX1, . . . , Xds, chaque
morceau gradué de chaque ai est également un élément de Ii. En particulier, la partie homogène de l’équation
ci-dessus de degré npn1, . . . , ndq est aussi une équation de dépendance intégrale de r sur I.

Ainsi, si bi désigne la composante homogène de ai de degré ipn1, . . . , ndq, alors l’équation

rn ` b1rn´1 ` ¨ ¨ ¨ ` bn´1r ` bn “ 0

est également une équation de dépendance intégrale de r sur I.
Soit i un entier tel que bir

n´i soit non nul. Comme rn et bir
n´i sont tous deux de degré npn1, . . . , ndq, et

puisque la composante graduée de krX1, . . . , Xds de degré npn1, . . . , ndq est un espace vectoriel de dimension
un sur k, il existe une unité u P k telle que rn ` ubir

n´i “ 0. En divisant par rn´i, on obtient une équation
de dépendance intégrale de r sur I sous la forme ri ´ ci “ 0, pour un certain ci P Ii qui est un produit de i
monômes de I.

Ainsi, le problème de trouver une équation de dépendance intégrale d’un monôme r sur un idéal monomial I
se réduit à trouver un entier i et des monômes m1, . . . , mi P I tels que ri ´ m1 ¨ ¨ ¨ mi “ 0. Grâce à cela, on peut
démontrer que la clôture intégrale d’un idéal monomial est encore un idéal monomial.

Proposition A.7. La clôture intégrale d’un idéal monomial I dans un anneau de polynômes krX1, . . . , Xds est
un idéal monomial.

Démonstration. Supposons par contradiction qu’il existe un élément f P I qui n’est pas un monôme et qu’aucune
de ses composantes homogènes n’est dans I. Écrivons f sous la forme :

f “
ÿ

lPΛ
fl,

où Λ est un sous-ensemble fini de Nd et où chaque fl est une composante homogène de degré l de f . Soit L P Λ
tel que fL ‰ 0.
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Si k est algébriquement clos, tout automorphisme d’anneau φ de krX1, . . . , Xds préserve les équations de
dépendance intégrale. En particulier, en choisissant des unités u1, . . . , ud P k et définissant l’automorphisme φu

par φupXiq “ uiXi, on obtient un élément g défini par g “ uL1
1 ¨ ¨ ¨ uLd

d f ´ φupfq. Cet élément g appartient à
la clôture intégrale de I, possède strictement moins de composantes homogènes non nulles que f , et chaque
composante homogène de g est un multiple scalaire d’une composante homogène de f . Par induction, cela
implique que certaines composantes homogènes de f sont dans la clôture intégrale de I, ce qui contredit le choix
de f .

Soit maintenant k un corps arbitraire et soit k̄ sa clôture algébrique. Par le cas précédent, nous savons que
chaque monôme apparaissant dans f avec un coefficient non nul est intégral sur Ik̄rX1, . . . , Xds. Ainsi, d’après
le raisonnement précédent, chaque monôme r apparaissant dans f satisfait une équation intégrale de la forme :

ri ´ ai “ 0,

pour un certain ai qui est un produit de i monômes de Ik̄rX1, . . . , Xds.
Par conséquent, ai est aussi un produit de i monômes de I, ce qui implique que r est intégral sur I.
Ainsi, la clôture intégrale de I est nécessairement un idéal monomial.

Définition A.8. Soit A “ krX1, . . . , Xds un anneau de polynômes. Pour tout monôme m “ Xn1
1 Xn2

2 ¨ ¨ ¨ Xnd

d ,
son vecteur d’exposants est donné par pn1, . . . , ndq P Nd. Pour un idéal monomial I, l’ensemble de tous les
vecteurs d’exposants des monômes appartenant à I est appelé l’ensemble des exposants de I.

Considérons l’idéal monomial I “ pX4, XY 2, Y 3q Ă CrX, Y s. L’ensemble des exposants de I est constitué de
tous les points du réseau entier qui touchent ou se trouvent dans la région grisée dans figure A.1 :

Figure A.1 – La région grisée pour l’idéal I “ pX4, XY 2, Y 3q Ă CrX, Y s

Si G est un ensemble de générateurs monomiaux de I, alors l’ensemble des exposants de I est constitué de
tous les points de Nd qui sont composante par composante supérieurs ou égaux au vecteur d’exposants de l’un
des éléments de G. En d’autres termes, un monôme m appartient à un idéal monomial I si et seulement si m est
un multiple d’un des générateurs monomiaux de I.

Démonstration de proposition A.5. Si un monôme r “ Xn1
1 Xn2

2 ¨ ¨ ¨ Xnd

d est intégral sur I, nous avons montré
qu’il existe un entier positif i et un produit ai de i monômes de I tel que ri ´ ai “ 0. Un produit arbitraire ai de
i monômes dans I est de la forme ai “ bmk1

1 mk2
2 ¨ ¨ ¨ mks

s , où b est un autre monôme et où les kj sont des entiers
positifs vérifiant k1 ` k2 ` ¨ ¨ ¨ ` ks “ i. Ainsi, nous avons ri “ bmk1

1 mk2
2 ¨ ¨ ¨ mks

s .
En comparant chaque coordonnée l “ 1, . . . , d, on obtient l’inégalité :

i ¨ nl ě
ÿ

j

kjnjl i.e., nl ě
ÿ

j

kj

i
njl.

Ainsi, le problème de déterminer les monômes r “ Xn1
1 Xn2

2 ¨ ¨ ¨ Xnd

d intégralement clos dans I revient à
trouver des nombres rationnels positifs c1, . . . , cd tels que :

pn1, n2, . . . , ndq ě
ÿ

j

cjpnj1, nj2, . . . , njdq,
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avec la condition supplémentaire :
ÿ

j

cj “ 1. (A.1)

D’un point de vue géométrique, la construction des pn1, . . . , ndq satisfaisant cette inégalité est équivalente à
rechercher les points entiers du réseau dans l’enveloppe convexe de l’ensemble des exposants de l’idéal I.

Nous avons donc vu ce que pouvait représenter visuellement une clôture intégrale, ce qui clôt donc notre
digression sur les idéaux monomiaux.

A.3 Lemme d’Artin-Rees et Théorème d’intersection de Krull

Cette partie suit principalement la présentation du chapitre 5 de [Eis13]. On considère une suite d’idéaux
multiplicative décroissante d’un anneau A,

A “ I0 Ą I1 Ą I2 Ą ¨ ¨ ¨

telle que IiIj Ă Ii`j pour tout i et tout j. (Une telle suite correponde à une filtration à valeur entière positive
d’après théorème 3.17) Ou plus généralement, on considére une suite décroissante de A-sous-modules d’un
A-module M telle que

M “ M0 Ą M1 Ą ¨ ¨ ¨

et que IMn Ă Mn`1 pour tout n ě 0. (On appelle une telle suite une suite de I-filtration.) On dit qu’une telle
suite est I-stable (avec I un idéal de R) si IMn “ Mn`1 à partir de certain rang.

Le but de cette note est de démontrer le résultat clasique sur la stabilité suivant :

Théorème A.9 (Lemme d’Artin-Rees). Soit A un anneau Noethérien, I Ă A un idéal et M 1 Ă M deux
A-modules de type fini. Alors, pour toute suite de I-filtration stable de M :

M “ M0 Ą M1 Ą ¨ ¨ ¨

la filtration induite de M 1 :
M 1 “ M 1 X M0 Ą M 1 X M1 X M 1 X M2 Ą ¨ ¨ ¨

est aussi I-stable.

Soit A un anneau et I Ă A un idéal, on définit l’algèbre éclatée de I dans A comme la A-algèbre

BIA :“
à

ně0
In » ArtIs Ă Arts.

Pour une suite de I-filtration J : M “ M0 Ą M1 Ą ¨ ¨ ¨ d’un A-module M , on définit le BIA-module éclaté
gradé

BJ M :“
à

ně0
Mn.

Proposition A.10. Si les Mi sont de type fini, alors J stable ðñ BJ M de type fini.

Démonstration. Si BJ M est de type fini, on peut supposer qu’il existe une famille génératrice finie contenue
dans

Àn
k“0 Mk. Donc pour tout i ě 0, Mn`i est engemdré par les éléments de Mk avec k ď n, et donc engendré

par Mn. On conclut que Mn`i “ IiMn, donc J est stable. L’assertion réciproque est évidente.

Maintenant on peut démontrer le lemme d’Artin Rees.

Démonstration. (du théorème A.9) On observe que BJ 1M 1 est un BIA-sous-module de BJ M , qui est de type
fini d’après Proposition proposition A.10.

Puisque BIA est une A-algèbre de type fini et A est Noethérien, BIA est lui-memêm Noethérien. BJ 1M 1 est
ainsi de type fini. On conclut par Proposition proposition A.10.
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Théorème A.11 (Théorème d’intersection de Krull). Soit I Ă A un idéal d’un anneau Noethérien et M un
R-anneau de type fini. Alors il existe un élément r P I tel que

p1 ´ rq

8
č

j“1
IjM “ 0.

Particulièrement, si R est un anneau intègre ou local, et I est un idéal propre, alors

8
č

j“1
Ij “ 0.

Démonstration. Posons M 1 “
Ş8

j“1 IjM , et on applique Lemme d’Artin-Rees A.9, on obtient qu’il existe p P Zą0
tel que M 1 “ M 1 X Ip`1M “ IpM 1 X IpMq “ IM 1, donc il existe r P I tel que p1 ´ rqM 1 “ 0. (c.f. [AM94]
Corollaire 2.5).

Remarque A.12. On a un résultat plus général : sous la condition du théorème A.11, le sous-module maximal de
M qui est annulé par un élément de forme 1 ´ r avec r P I est exactement M 1 : quelque soit N Ă M tel que
p1 ´ rqN “ N, on a N “ rN . Donc N “ rjN Ă IjN Ă IjM pour tout j ě 0, donc N Ă M 1.
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